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Uber die algebraische Darstellung der Normgebilde. 


Von 


A. Hurwirz in Zirich. 


In der Abhandlung ,,Uber die Theorie der algebraischen Formen“*) 
betrachtet Herr Hilbert als Beispiel fiir einige seiner grundlegenden alge- 
braischen Sitze unter anderem die durch die Gleichungen 
(1) to 6,°, 4, = 7b, t= 66", ty = &° 
definierte Raumkurve dritter Ordnang, wobei 2, z,, 2, x, die homogenen 
Raumkoordinaten und &,, § zwei verinderliche Parameter bezeichnen. 
Wie Herr Hilbert zeigt, wird diese Kurve durch die quadratischen Glei- 
chungen 
(2) %,=22,—2,7'=—0, 9, =%2,—2,2,=—0, 9,=2,2, —2,?=0 
in dem Sinne vollstandig dargestellt, dab die Gleichung jeder die Kurve 
enthaltenden Flache in der Gestalt 
(3) F (aq, 15 %y, %) = A,, + A,O, + Ao, = 0 
geschrieben we) ae kann, unter A,, A,, A, Formen von 2p, 2,, %, % 
verstanden. Oder .n anderer Ausdrucksweise: 

»Die Formen (2, Z,, Ly, %), welche durch die Substitution (1) in 
identisch verschwindende Formen der Parameter &,, & iibergehen, bilden 
den durch die Unterdeterminanten zweiten Grades der Matrix 


3 


Xo, %, Xs 
definierten Modul.“ 
Z, %, Vs : 
In den folgenden Zeilen will ich den entsprechenden Satz.fir das 
allgemeinste Normgebilde beweisen. 
Zanachst habe ich auseinanderzusetzen, was ich unter einem ,,.Norm- 
gebilde“ verstehe. 
Es seien &,, &,---, § Parameter, deren Anzahl r gréBer als 1 ist. 
Ich betrachte die Potenzprodukte 


«4 ee 


*) Mathematische Annalen, Bd. 36, 8. 473. 
Mathematische Annalen. LXXIX. 
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dieser Parameter von einem bestimmten Grade 
(5) n=a, +a,+°--+4,, 
wobei auch der Grad » griBer als 1 vorausgesetzt werden soll. 
Die Anzahl dieser Potenzprodukte bezeichne ich mit k; sie wird be- 
kanntlich durch den Binomialkoeffizienten 


(6) a (" +r— ") _ +r—1)! 


r—l1 ni(r —1)! 


ausgedriickt. 


Setzt man nun die k homogenen Koordinaten eines Punktes im Raume 
von (& — 1) Dimensionen proportional den in irgend eine Reihenfolge ge- 
brachten Potenzprodukten (4) der Parameter &,, &,---, —, so wird durch 
diesen Ansatz ein algebraisches Gebilde von + — 1 Dimensionen in dem 
betrachteten Raume von & — 1 Dimensionen definiert, welches icu als 
Normgebilde bezeichnen will. Im Falle r =2 ist also das Normgebilde 
nichts anderes, als die durch die Gleichungen 


—_ 28 . nu—-1¢ » a - 
To = 31> t= ot be, te = FF 


a 


“wee 
ee 


? x, ag &3 


definierte, gewébnlich als ,Normkurve“ bezeichnete Kurve xn“ Ordnung 
im Raume von » Dimensionen, die im Falle » = 3 mit der Kurve dritter 
Ordnung (1) zusammenfiallt.*) 

Eine zweckmiaBige Bezeichnung fiir die Koordinaten des Normgebildes 
bietet sich sozusagen von selbst dar. Diejenige Koordinate niimlich, 
welche dem Potenzprodukt (4) proportional gesetzt wird, wird man 
passend dadurch bezeichnen, daB man das betreffende Potenzprodukt in 
eckige Klammern einschlieBt, also mit 


(%) 


oder auch, noch kiirzer, dadurch, daB man die Exponenten des Potenz- 
produktes in Klammern setzt, also mit 


(8) |@,, Hy, --*, |. 


wre 


“a, $d, ... £Gr 
Sy S32 . 


Die k Gleichungen, welche das Normyebilde von r — 1 Dimensionen im 
Raume-von k — 1 Dimensionen definieren, lauten dann also einfach 


© 


(9) [a,, Ug, °° a,,| == si ge - +» Ger, 


wobei «,, u,---, «@, alle Systeme von ry nicht negativen ganzen Zahlen 
angunehmen haben, welche der Gleichung a, + « +---+ a, = geniigen. 

Ich werde jetzt den hauptsiichlichsten in dieser kleinen Arbeit zu be- 
weisenden Satz formulieren. 


*) Vgl. W. Fr. Meyer in der Envyklopidie der mathematischen Wissenschaften, 
Bd. 1, 8. 392, Anmerkung 383°). 
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Es mégen By, Xe, °°» 2; 


die Potenzprodukte des Grades »—1 der Parameter &,, &,---, & be- 
deuten. Dann wird jedes Element der Matrix 


[E,mi), [29], » 5. eI 
10) [&.2,], [Es 2], ; , [E,%,] 
LE, 2,|, [é,2], "9 |E,2,| 


mit einer der & Variabeln (7) zusammenfallen, weil jedes der Produkte 
a, ein Potenzprodukt »*" Grades der Parameter §&,, &, ---, & voratellt. 
Die Determinanten zweiten Grades dieser Matrix sind also quadratische 
Formen der & Variabeln (7), welche Formen ich in irgend einer Reihen 
folge mit . 


(11) ®,, 9, ---, 


‘ bezeichnen will. 
Diese Formen haben die Eigenschaft, identisch zu verschwinden, 
wenn man jede der & Variabeln durch das ihr entsprechende Potenzpro 
dukt der Parameter §,, &,---, & ersetzt, oder, wie ich kurz sagen will, 
wenn man die Substitution (9) ausfiihrt. Denn es geht z. B. die Form 


15.7], LE, 72] 
[E.2,], |E,x.| 


dabei iiber in die identisch verschwindende Determinante 


Die quadratischen Fliaichen 


(13) ®,= 0, O = 0, ---, 0, = 0 
gehen also siimtlich durch das Normgebilde. 
Der zu beweisende Satz besagt nun, dab die Gleichungen (13) das 
Normgebilde ,,vollstindig‘ darstellen. Es gilt mit anderen Worten der 
Hauptsatz: Diejenigen Formen F der k Variabeln (8), welche iden- 
tisch verschwinden, wenn man in ihnen die Substitution (9) ausfiihrt, hilden 
den Modul 


(14) M =|®,, 9, ---, ®,}. 


Den Beweis griinde ich auf die Herstellung eines Restsystems m‘* Grades 


-des Moduls M. Hierunter ist folgendes zu verstehen. 


Es bedeute zuniichst M einen ganz beliebigen Modul, bestehend aus 
Formen von irgendeiner Anzahl & von Variabeln 2z,, x, --:,2,. Unter 
den Potenzprodukten m" Grades dieser Variabeln, wobei m eine positive 
ganze Zahl bezeichnet, lassen sich dann immer solche, etwa 
(15) o> Sap ** *y Be , 


21° 
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derart auswihlen, daB jedes beliebige Potenzprodukt m" Grades P einer 
Kongruenz 

(16) P=¢,P,+¢P,+.---+¢,P, (mod. M) 

gentigt, unter ¢,, ¢,,---, ¢, Konstante verstanden. Denn sicher werden 
z. B. alle iiberhaupt existierenden Potenzprodukte m'” Grades ein solches 
System (15) bilden. Wenn nun das System (15) so gewihlt ist, daB die 
Anzahl A seiner Glieder méglichst klein ist, so heiBt dasselbe ein ,,Rest- 
system m”" Grades“ des Moduls M. Ein solches Restsystem ist offenbar 
dadurch charakterisiert, dab seine A Glieder mod. M linear unabhingig 
sind, wihrend sie mit jedem weiteren Potenzprodukte m'™® Grades zu- 
sammen ein abhiingiges System bilden. Dabei ist noch zu bemerken; dab 
in dem speziellen Falle, wo jedes Potenzprodukt m‘® Grades = 0 (mod. M) 
sein sollte, h = © zu setzen.ist.. Das Restsystem enthilt dann tberhaupt 
kein Glied, es ist ein ,leeres System. 

Die Anzahl A ist nur vom Modul M und von m abhiingig und die 
Funktion h = z(m) ist mit der Hilbertschen charakteristischen Funktion 
des Moduls identisch.*) 

Ich wende mich nun zur Betrachtung des speziellen Moduls (14). 

Es sei 
(17) P = [a,, ws, ---, @,) |B,, By, ~~» B.) ++ [ayy ag, ~~ 4] 
ein Potenzprodukt m‘” Grades der Variabeln (8), so daB also auf der 
rechten Seite von (17) m der Variabeln zu einem Produkte vereinigt sind. 
Im Falle m= 1 faillt P mit einer einzelnen der Variabeln (8) zusammen; 
im Falle m>1 brauchen natiirlich die m Variabeln, die die Faktoren 
von P bilden, nicht alle voneinander verschieden zu sein. 

Durch die Substitution (9) geht P iiber in 
(18) TT = gn + Py too tay faa t et +4,... er + Bp t--9+4, 
also in ein Potenzprodukt vom Grade 
(19) (a, +B, +++ 4,) + (Og + Bot + Ag) te + (G+ B+ +4, = mien 
der Parameter &,, &,---, &. Das Potenzprodukt TT heiBe das dem Potenz- 
produkt P ,,ontsprechende“. Zuniichst beweise ich jetzt den 

Hilfssatz: Man kann das Potenzprodukt P m'” Grades der Variabeln 
(8) so wiihlen, daB das ihm entsprechende Potenzprodukt T der Parameter 
E., &, -- , & mit einem beliebig vorgeschriehenen 
(20) TT = Ey: Eus .. - Eur vom Grade 
(21) 


? 





Hy + Me tes +e, = mn zusammenf allt. 





*) Hilbert, a. a. 0. 8.509. Die charakteristische Funktion heift ,.Hilbertsche 
Funktion“ des Moduls M nach E. Lasker. Vgl. dessen inhaltsreiche Abhandlung ,,Zur 
Theorie der Moduln und Ideale“ in Band 60 der mathematischen Annalen, 8. 49. 
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Der Beweis geschieht auf induktivem Wege. Im Falle m= 1 ist 
klar, daB der Hilfssatz richtig ist. Denn dann geniigt es offenbar, 
P =[w,,Hy,°**)#,] zu wiablen. Ist aber m>1, so erhellt die Richtig- 
keit des Satzes, unter der Voraussetzung, daf er fiir den Fall, wo m—1 
an die Stelle von m.tritt, schon sbewiesen sei, durch folgende Uberlegungen. 

Es sei das Potenzprodukt (20) vorgeschrieben, und in der Reihe 


My, My + Mey My Mg tg, ) My Pg te to mM 


sei u, + wy +---+ 4m, das erste Glied, welches >» ist. Dann wird die 
durch die Gleichung m=w,+py.+---+4,—¥ 

definierte Zahl » nicht negativ sein, wiihrend u,—v positiv ist, weil 
andernfalls schon mw, +My +---+4,_,=—"—(u,-—-v)>n wire. Man 


kann daher TT in der Form schreiben 


’ + oy % 
= Pia She... tu,p—y. £ . uy a ee Eva- Y. 
T 21 32 Ph J) , S1 Se h TT, 


ue 


wo TT ein Potenzprodakt vom Grade (m— 1)n bezeichnet. 

Wenn nun P ein Potenzprodukt (m — 1)*" Grades der Variabeln (8) 
ist, dom das Potenzprodukt TT der Parameter &,, &,---, & entspricht, so 
wird offenbar dem Potenzprodukt m*” CGirades 


P =([,, Ma, -- + Hy — % 0, 0,---, O]- P 


das Potenzprodukt TT entsprechen. Der Hilfssatz gilt somit allgemein 
[ch wihle nun die Potenzprodukte m*" Grades 


> ? 
(22) P,, P,-++, PD, 


der Variabeln (8) so, daB die ihnen beziiglich entsprechenden Potenz- 
produkte 
(23) LL TT, " ae TT, 


der Parameter £&,, &,---, & gerade die simtlichen verschiedenen Potenz- 
produkte vom Grade mn dieser Parameter ausmachen, was nach dem eben 
bewiesenen Hilfssatze méglich ist. Die Anzahl h wird den Wert 
mn-+r—i 

(24) h—( ws ; ) 
besitzen. Nun gilt der folgende 

Satz I: Die Potenzprodukte (22) bilden ein Restsystem m'" Grades fiir 
den Modul (14). 

DaB diese Potenzprodukte mod. M linear unabbingig sind; ergibt 
sich leicht. Denn da die Formen des Moduls M durch die Substitution 
(9) identisch verschwinden, so folgt aus der Kongruenz 


¢, P, + Py +---+6,P, 0 (mod. M) 
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7 
durch Ausfiihrung der Substitution (9) 
¢, 1, +61, +---+¢,1,=0 
und daher C7 =G&=---=¢,=9, 


weil die untereinander verschiedenen Potenzprodukte TT,, T1., ---, 1, der 
Parameter &,, &,---, &. linear unabhiingig* sind. 

Es bleibt zu zeigen, dab jedes Potenzprodukt m*" Grades P mit den 
Potenzprodukten (22) zusammen mod. M ein abhiingiges System bildet. 
Dies ergibt sich aber unmittelbar aus dem nunmehr zu beweisenden 

Satz Il: Zwei Potenzprodukte P und P’ der Variabeln (8) sind mod. M 
kongruent, wenn die ihnen entsprechenden Potensprodukte TT und TT’ zu- 
sammenfallen. 

Denn nach diesem Satze wird jedes beliebig gewahlte Potenzprodukt 
P, dessen entsprechendes Potenzprodukt TT = TT, sei, einem der Potenz- 
produkte (22), niimlich dem P,, nach dem Modul M kongruent sein. 

Der Beweis des Satzes Il erfolgt nun wieder durch Induktion. 

Im Falle m= 1 ist der Satz offenbar richtig. Denn dann ist etwa 


P = [a,,a,---.¢,], P’ = [a,’, a’,---«,"] 


und wenn nun die entsprechenden Potenzprodukte 


Tl = Ee §as .. Ber, TT’ ger’ Eas ---&§ 
zusammenfallen. so ist 
, = 0, Wy = Uy, » & =, 


so daB P mit P’ identisch wird, also umsomehr P = JP’ (mod. M) ist. 
Sei nun m> 1, und es werde vorausgesetzt, daB die Richtigkeit des 
Satzes Il fiir den Fall, wo m— 1 an die Stelle von m tritt, schon be- 
wieseD sel. 
Von den beiden Potenzprodukten m*” Grades 
{ P= [e,, Ga, ** "5 «,| \B,, Be, n° B,| ita [4,, 43, de 4,1, 
\P = [e,’, yy >> + @, | (By, Bey > > BY) - + [ayy ag 4] 


wird also jetzt angenommen, daB die ihnen entsprechenden Potenzprodukte 


(25) 


Wa ep -:- & - ee --- ee --- SH S, 

TH? mm Sis ES - - - Gtr’. Ely EG... er’... Si BR’. . « Ble’ 
zusammenfallen, d. h. dab 
(26) a, +6,+---+4,—6; + Bf + +4, (fari=1,2,---,r) se 


Ersetzt man in P das Produkt 
(27) [a Ms, --*, &)[B,, By, ~~, B,I durch 
28) = [a,,--,a,+1,---,e@,—1,--+@,][B,,--,8,—-1,--58.4+1.-°+B) 
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unter h und & zwei verschiedene Indizes der Reihe 1, 2, ---, 7 verstanden, 
so geht hierdurch P in ein neues zu P (mod. M) kongruentes Produkt 
(29) Q=([«,,--,«, tL, s+syee, 1, -+y@¢-J[B},---B,— 1,---,B, +1, +B, | --- [Ayr dgy yA, | 
liber. Denn die Differenz von (27) und (28) ist eine Determinante’ der 
Matrix (10) und gehirt algo dem Modul WM an. Hierbei ist indessen «, > 
und £,>0 vorauszusetzen, weil die in (28) anftretenden Zahlen «, — | 
und £,— 1 nicht negativ sein miissen. 


Es seien nun die beiden ersten Faktoren von P und P’ etwa an der 
h®" Stelle verschieden, d. h. es sei in der Reihe 


(30) O, — Gy, We — Gy, * +, Oy — Gy ° + & —@ 


das Glied a,’ — «, (hk <r) das erste, welches nicht verschwindet, und zwar 
miége a, —a,>0 

sein, was angenommen werden darf, weil man andernfalls P und P’ in 
dieser ganzen Betrachtung miteinander vertauschen kénnte. 


Kinerseits folyt nun aus @, = @,', @ =, +--+, @_,=@,_, und 
n = «, + Cm ++-++ a,” =O, +U+-:-+4,, daB 
(51) Eta tes +4, =~ a, +e,.,+-°-+4, 


ist; andererseits ist nach (26) 
(32) a, +B, t+--- +a, =a,+ 8B, +-°-+ d,. 


Aus den letzten beiden Gleichungen geht aber hervor, daB weder die simt 
lichen Zahlen «,,,,---, @,, noch die siimtlichen Zahlen £,, ---, 4, ver- 
schwinden kénnen, weil solches «,’<«, nach sich ziehen wiirde. 
Da die Faktoren von P noch beliebig angeordnet werden kénnen, 
darf man annehmen, es sei 6, >. Ferner sei etwa a, > 0, wo k>h ist. 
LaBt man nun an Stelle von P das kongruente Potenzprodukt Q 
(vgl. (29)) treten, so tritt an die Stelle der Reihe (30) die neue Reihe 


a, — &, QO, hy t =O0,---, a, 


.  cliig med, © + 4, 
Ist hier die Zahl «,,—«,— 1 noch positiv, so kann man das Verfahren 
wiederholen und so lange fortsetzen, bis an die Stelle von P ein kon- 
gruentes Potenzprodukt getreten ist, dessen erster Faktor bis ‘zur h* 
Stelle inklusive mit dem ersten Faktor von P’ tibereinstimmt. Es ist 
klar, daB man durch geniigende Wiederholung dieses Verfahrens dahin 
gelangt, P und P’ durch zwei ihnen beziiglich kongruente Potenzprodukte 
von der Gestalt Q =[m, @%,---,a,|P 

UY = [a,, @,---, @,| P’ 
zu ersetzen, die im ersten Faktor vollig tibereinstimmen. Da nun P und 
P’ vom (m — 1)" Grade sind, so kann auf diese Produkte der zu ‘be- 
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weisende Satz angewandt werden. Es ist somit P = P’, folglich auch 
Y= Q und scblieBlich P = P’ (mod. M), was zu zeigen war. 

Aus dem nunmebr bewiesenen Satz I folgt jetzt der auf Seite 315 
ausgesprochene Havuptsatz unmittelbar. Fiir jede beliebige Form F der 
Variabeln (8) vom m*" Grade gilt niimlich eine Kongruenz der Gestalt 
(33) FP=¢P,+64P,+---+6¢,P, mod. M), 
d. h. eine Gleichung der Form 

F mc, P, + Py +---+6,P,+A,%,+---+ 4,0, 
Macht man hierin die Substitution (9) und setzt man iiberdies voraus, 
daB hierbei F’ identisch verschwindet, so kommt 
O=c¢,TI, + eT, +--- + ,71,, 
folglich c, = ¢, =---=c,=0 und nach (33) 
F=0 (mod. M), 

womit der Hauptsatz bewiesen ist. 

Aus Formel (24) folgt beiliufig noch das Resultat: 

»Die Hilbertsche Funktion des Moduls M des Normgebildes wird 


durch den Binomialkoeffizienten 


mn-+T L\ 


ym)=—( , ) dargestellt., 


Ziirich, September 1918. 
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Bemerkungen iiber die Differente des algebraischen Zahlkorpers. 


Von 


Micuaret Baver in Budapest 


1. Es sei im einem algebraischen Zahlkérper K fiir die Primzahl p 
p=pq, (p,q) =1, 
wo p ein Primideal bedeutet und noch die Relationen 
g=P9, (wi g)=1 
gelten. Ist die Differente des Kérpers genau durch p’~’ teilbar, so hat man 
(1) vi(s+l1)g. 


Die Formel (1) wurde zuerst von H. Hensel*) in seiner Abhandlung ,Uber 
die Entwickelung der algebraiscken Zahlen in Potenzreihen“ bewiesen. 
H. Hilbert**) hatte schon friiher im Rahmen seiner Theorie der Galois- 
schen Kérper die Struktur der Differente des Galoisschen Kérpers gruppen- 
theoretisch vollstiindig bestimmt. Er gab auch eine obere Schranke fiir 2, 
aus der jedoch (1) nicht folgt. Ich michte zeigen, daB aus den Hilbert- 
schen. Untersuchungen die Formel (1) fiir den Fall Galoisscher Kérper 
sehr leicht gefolgert werden kann. 

2. Nun sei G ein Galoisscher Kérper n'" Grades. Fir die Prim- 
zahl p soll die Zerlegung 

P= (MPs PY, OPI, (BI) = 1 

statthaben, wo p, ein Primideal /*" Grades ist, ein beliebiges der Prim- 
ideale soll durch p bezeichnet werden. Im Trigheitskérper & des p ist 
(2) v=P 
ein Primideal. Ist ferner x eine genau durch p teilbare ganze Zahl, 
welche den Kérper G bestimmt, so geniigt sie einer Gleichung f(x) = 0, wo 


(3) f(a) = + wa?-*+---+Ar+u 


*) Math. Annalen, Bd. 55, 8. 8301—336. Die Formel (1) laBt sich aus den Re- 
sultaten dieser wichtigen Abhandlung entnehmen. : 

**) Grundziige einer Theorie des Galoisschen Zahlkérpers. Gdttinger Nachrichten 
1894, 8. 224—286. Die Theorie der algebraischen Zahlkérper § 47. 
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im Ké6rper & irreduzibel ausfillt und deren Koeffizienten ganze Zahlen 
desselben Kérpers bilden. Da die Relativkonjugierten der Zah] x durch p 
teilbar sind, werden nach (2) die Koeffizienten der Gleichung — 1 aus- 
genommen — durch Potenzen von p teilbar sein, deren Grade Vielfache 
von g bilden. Infolgedessen ist jedes Glied der Summe 


(3*) t'(a) = gx?~* + (g—l)an?-27 +--- +4 

durch eine andere Potenz von p teilbar. Das erste Glied ist durch p?*+# 

teilbar, folglich enthiilt die Differente der Zahl x keine héhere Potenz. 
3. Aus dieser Bemerkung folgt die Formel (1). Die Differente von 

G ist namlich das Produkt der Relativdifferente des Kérpers in bezug auf 

und der Differente des Trigheitskérpers. Der zweite Faktor ist jedoch 


relativ prim gegen p. — (Die Formel (1) laBt sich mutatis mutandis auf 
Relativkérper ausdehnen. ) 
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G. Saeed. Uber trigonometrische und harmonische Polynome 


trigonometrische und harmonische Polynome. 
Von 


Gases. Szeco in Budapest. 


Es sei f(@) fir 0 0< 2m nichtnegativ und im Lebesgueschen 
Sinne integrabel, ferner 


22 


‘{f(9) a0 > 0. 


Ich betrachte das System 


VF(9), VF(O)z, . om Via, : ‘*) (¢=é°) 
und bilde daraus nach E. Schmidt durch Orthogonalisierung ein ganz be- 
stimmtes System , 

Vf(¥)%, (2), VE(O)%, (2), ---, VF(A)%,(2), - -- (z= @°) 
mit folgenden Kigenschaften: 
a) ®,(z) ist ein Polynom n'" Grades von <. 
b) Der Koeffizient von z* in ,(2) ist positiv. 


1 ‘ 
2x, [(6) ®, (2) 9, (2)d0 = 
0 


Ist z B. f(0) = 1, so ist O,(2) = 2". 
Die Polynome ®,(z) hiingen sehr eng mit der zu /f(@) gehérigen 


i eT 


e°: m, n=, 1, 2, --+). 


man 


Toeplitzschen Formenschar***) zusammen und besitzen mehrere inter- 


*) Im folgenden sind alle (QQuadratwurzeln positiv (nichtnegativ) zu nehmen. 
**) % bedeutet die zu  konjugiert komplexe GriBe; «,,,— 0 oder 1, je nachdem 
m==n oder m= ist. 

**) ©. Toeplitz: a)-Zur Transformation der Scharen bilinearer Formen von un- 
endlich vielen Veriinderlichen [Nachrichten der Kgl. Ges. der Wiss. zu Gdttingen, 
Math.-phys. Kl. 1907, 8. 110—116]; b) Zur Theorie der quadratischen Formen von 
unendlich vielen Verinderlichen [ebenda, 1910, 8. 489—506]; c) Zur Theorie der 
quadratischen und bilinearen Formen von unendlich vielen Veriinderlichen. I. Teil: 
Theorie der Z-Formen [Math. Ann., Bd. 70, 1910, 8. 351—376]; d) Uber die Fouriersche 
Entwicklung positiver Funktionen [Rend. del Circ. Mat. di Palermo 32, 2. Semester 
1911, 8S, 191—199]. 
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essante Ejgenschaften. Sie stehen zu den Toeplitzschen Formen in ahn- 
licher Beziehung, wie die von Heine betrachteten und in der Theorie der 
Stieltjesschen Kettenbriiche vorkommenden Polynome*) zu den Hankel- 
schen Formen**), 

Kine allgemeine Behandlung dieser Polynome will ich anderswo aus- 
einandersetzen. Ich beschrinke mich hier nur auf den Spezialfall 


(1) f(0) = p(0,r) — —2— "= AE (gm; O<r< 1), 


— 2rcos0--1 s—f?| 


in welchem sie direkt und in einfacher Form aufzuschreiben sind. Mit 
Hilfe dieser Formeln gebe ich dann die Lisung zweier Extremumaufgaben 
liber trigonometrische Polynome, die im Falle r = 0 von Herrn L. Fejér 
behandelt worden sind.***) Hieraus ergeben sich mehrere Ungleichungen 
iiber harmonische Polynome. 


1. Es sei r eine feste Zahl, fir welche 0 <r <1 ist und 


Po(2), Pi (2), ~~ > Pul2), ° 
bezeichne das eindeutig bestimmte System von Polynomen mit folgenden 
Eigenschaften: ' 
a) g,(2) ist ein Polynom x‘ Grades von 2. 


b) Der Koeffizient von 2 in @,(2) ist positiv 


c) f p(o,r) gp, (2) 9,(2)d6=—«, (c= ef?; m, n =Q, 1, 2, ---). 
0 
Ich behaupte, dab 
*-'(g—Pr) ~ 
(¢) P(2)—1, 9, (8) = ——* (w>1) 
yi-r 
ist. In der Tat, die Bedingungen a) und b) sind zuniichst erfillt. Ferner 
an 
+ { 0, )xa0 = 7” (2 = e!@; n=O, +1, +2, ---), 
° 
TT ; ‘. 
also = / p(9, r)|po(2) |? dé = 1, 


0 


*) O. Perron: Die Lehre von den Kettenbriichen 1913, S. 375—383. 
**) Ich bezeichne als Hankelsche Formen diejenigen quadratischen Formen, deren 
Determinante eine Hankelsche ist. 
**) L. Fejér: Uber trigonumetrische Polynome {Journal fiir die reine und ange- 
wandte Mathematik, Bd. 146, 1916, S. 53—82]. 
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2a ni 
1 ‘ ; 1 . g® — 9g?! 

| P(9, r) po(2) y, (2) 40 = 2 f »@,*) Faw do0—0 
. : 0 


te 
ry 
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1 > 
ond ra f v0@, r) @,,(2) p, (2) d0 = -.- f a" -"dO=—e 
i 0 


7 


0 


(e=e'9; m, n= 1, 2, 3, ---). 


Hieraus folgt die Behauptung. 
Aus (p) ergeben sich unmittelbar die Umkehrungsformeln: 


(p-) 1= (2), * = 9"q (8) +V1—# [rg (2) +--+ 9,(2)] (w=). 


2. Bevor ich weitergehe, fibre ich hier einen Fejérschen Satz an*), 


der in der Folge eine besonders wichtige Rolle spielen wird. Das ist: 
Die Gesamtheit der Funktionen von der Form 


. 2 ! » onl? ~ 46 
Mot %e+: + @2"| (4=e”), 


WO Bg, %,°-*, %,, beliebige komplexe (reelle) Konstanten bezeichnen, stimmt 
mit der Gesamtheit der nichtneqaliven trigonometrischen (Kosinus-) Polynome 
n® Ordnung iiberein. 

Aus (@) und (g~') folgt nun unmittelbar der Satz: 

Die Gesamtheit der Funktionen von der Form 


(2) Ly Po(#) + Xp, (2) +--+: + XQ, (2)? (e=e), 


WO Xo, Ly,°**, &, beliebige komp'exe (reelle) Konstanten bezcichnen, stimmt 
mit der Gesamtheit der nichtnegativen trigonometrischen (Kosinus-) Polynome 
n*" Ordnung iberein. 


Dieser Satz wird als Ausgangspunkt unserer Beweisfiihrungen dienen. 


3. Herr Fejér hat in seiner oben zitierten Arbeit folgendes Theorem 
bewiesen **): 

Es sei @(@) ein nichtnegatives trigonometrisches Polynom n‘’ Ordaung 
mit dem absoluten Gliede 1, d.h 


1 . 
ne { p(G\dd = 1 


ee 
0 


Dann ist p(9)< n+ 1 (0<0<2z2) 


*) A. a. O. 8S. 62—64. Wie Herr Fejér dort bemerkt, riihrt der erste Beweis des 
Satzes von Herrn F. Riesz her. 
*) A. a. O. S. 64—66 
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und das Gleichheitszeichen ist hier dann und nur dann giiltig, wenn 


90) = gli tet--+eP [2 = eh(e— 4) 


und @ = 6, ist*) (0, ist beliebig). 

Ich beweise hier den folgenden Satz: 

Es sei 0 <r <1 und —(6) cin nichtnegatives trigonometrisches Polynom 
n*” Ordnung, fiir welches 


(3) a J p(O, r) (0) db = 1 ist. Daun ist 
9 
(4) p(O, r) p(0) <n n — = (Ol O0< 22) 


und das Gleichheitszeichen ist hier dann und nur dann giiltig, wenn 


i+r 1 _ £—r e*—i1)/2 
z= 
o-i-vea—O|” ° 34-6 8—2 


(5) p(0) = 
und 0 = ist. 

Fiir lim r = 0 reduziert sich die Ungleichung (4) auf die Fejérsche 
und das trigonometrische Polynom (5) auf 


10) 


1 


(+ ie 
n+l 


Z+---+ "|? (2 = e°), 
Beweis: Es sei n>1. (Fir n= 0 ist der Satz trivial.) Ich setve 
nach (2) p(O) = |aoqo(z) + 2,9, (2) +--- +2, 9, (2))* (g =e), 


, beliebige komplexe Konstanten bezeichnen. Die Be- 
dingung (3) ist dann vollstindig gleichbedeutend mit der folgenden: 


WO Hp, 2, -°*, 2% 


3’) wel? + |x? +--+ + [z= 1. 


a} 


Man hat nun nach der Schwarzschen Ungleichung 


7(9) < |g,(2)? + |p, (2) PF? +---+.9,(? (=e), 
Es ist aber (0, r)\po(2)/? = (8,7) <1 +" (0<0<2z) 
und p(9,r)\p,(2)?=1 (eme%; OSO<S2a; x>)), 
also p(0,r)@(0)<n+i*" (<0<22), god 
Ist hier das Gleichheitszeichen giiltig, so mu’ zuniichst 6 — 0 sein, 
da sonst ; »(0,%)< + 
ist. Es ist aber p(0,r) = pad 


*) D. h. 60, (mod. 22). 
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3 | 
und 90) =|m + Vist, +---+2,) . 
2 
ee a en 


wahrend die Bedingung (3’) erfiillt ist. Daraus folgt 


n=aViy ei (x= 1, 2,52) 
wo al? (m + 1) = ] 
ist; also (0) = i Vi" 9 (2) + 9,(@)+--:4 9, (8)|" 
OTT 
Pee os a eer gl (ee) 


4. Ich benutze dieses Theorem, um einen Satz iiber harmonische 
Polynome zu beweisen. 
Es sei p(0,r) ein beliebiges harmonisches Polynom wn’ Ordnug. Es 


ser ferner Max. 9(0, r) = M(r) (0<0< 22), 
Min. g (6, r) = m(r) (0<0<22) 
und M(r) —m(r)=Q(r). Dann ist fiir 0<r< 1 
(a P 1—r Q(1) 
(6) M(r) < M(1) — und 
re n+ ; + : 
( w() zw) +" SB 
wht 1—r 


das Gleichheitszeichen ist hier dann und nur dann giiltig, wenn (0, r) = const. ist, 
Dieses Theorem gibt eine Verschirfung der fiir jede harmonische 
Funktion giiltigen Ungleichungen 


M(r)S M(1) bew. m/(r) > m(1). 


Fir lim r = 0 reduziert es sich auf einen Satz von Fejér.*) 
Beweis: Es sei O<r< 1. Ich schlieBe den Fall (6, r) = const. 


aus, so daB M(r) << M(1), m(r) > m(1) 
und Q(1)>Qir)>0 — ist. Ich setze dann in (4) 
_ M(t) — 9(0+46,, 1) 
9(9) = Mii) — Mer) 


*) A. a. O. 8. 69—70. 
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wo 6, das Argument bezeichnet, fiir welches 


9(%, 7) = M(r) 
ist; @(@) ist offenbar ein nichtnegatives trigonometrisches Polynom n‘* 
Ordnung und Sin \s 


1 °°. 
xf p(O, r) p(@)d0 = 1, 
0 


3x 
; 1 
)dO=1 
da ja raf 20 r)é D 
. ax 
and os | p(0, r) p(0 + %, 1) d0 = @(0,, *) = M(r) de 
: M(1) — 9(60+-86,, 1) l+r A“ é 
ist. Also p(, r) MD)—-MO =" + 3 (0O<6< 22). 
Es sei nun p(6,, 1) = m(1), ne 
Q(1) - i+r 
so ergibt sich p(6,—4,,r) Ma) “ Mw =" +7, 7 
i—r Q(1) i+fr , i 
also itr Ma)—M@ <n+ a, woraus 
: . \ ' i—r Q(1) ‘ (9 
(6) M(r)S M1) — ia, i+? folgt. 
n+ 
i—f 
da 
Schlieben wir, wie gesagt, den Fall (6, 7) = const. aus, so ist in 
(6) das Gleichheitszeichen niemals giiltig. In der Tat, nach Punkt 3 
kénnte das nur dann eintreten, wenn 0,— 9, ist. Nun ist andererseits 
I+r. 1— 
p(0, 1) = pe> sae 
wi 
so daB in (6) immer das Zeichen < gilt. (e 


Abnlich beweist man die Ungleichung (7). 
Folgerung: Es sei p(0,1r) ein harmonisches Polynom .n" Ordnung. (8 


Dann ist mit Behaltung der fritheren Bezeichnungen Es 
“ , ’ ’,—f, Q(r,) 
(6’) M(r,) SM (vr) ay Sa : pnth und 
- 
a 7 <e —T; Q*(r,) , 
(7) m(r,) = m(%) + np nte (O<4r, <1); : 
» © 


das Gleichheitsseichen ist hier dann und nur dann giiltig, wenn (0, r) = const. ist. 











nil 


23 


ast. 
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5. Herr Fejér hat ebenfalls in seiner friher zitierten Arbeit folgen- 
den Satz bewiesen*): 

Es sei p(@) ein beliebiges nichtnegatives Kosinuspolynom. n“’” Ordnuny 
(n > 1) mit dem absoluten Gliede 1, d. h. 


22 
. 


1 
sa.f (6) dé = 1. 


: , 3 1 
Dann ist - S = | p(6) cosn6dé< 
= 2, > os 


o 
- “ 


0 
das Gleichheitszeichen ist hier dann und nur dann giiltig, wenn 
p(@) = 1 +- cos nO ist. 
Ich beweise hier das folgende Theorem: 
ts sti O<r <1 und —(A) cin beliebiges nichtnegatives Kosinuspolynom 
nw Ordnung (n> 1), fiir welches 


22 


i 7” 
ta} (0, r)q@l os y isi 
(8) ‘fe ,r)p(0)d0 = 1 ist. Dann ist 
0 
32 
1-9 1 a 1+" 
(9) <i vz.) P(0; 7) p(B) c08 nOd0<-% 
. 0 
das Gleichheitszeichen tritt hier dann und nur dann ein, wenn 
1 + cos né 1 — cos n@ 
(0) = baw. (0 st 
(6) i+? Ul (0) a ist, 
Beweis: Ich setze nach (2) 
PB) = | ey Po (2) + %, Hy (4) +--+, 9, (4) |? (¢=e"), 


WO G, a, °°, &, beliebige reelle Konstanten bezeichnen. Die Bedingung 
(8) ist dann mit der folgenden gleichbedeutend: 


(8°) e+ @t-.-+e8=1. 
Es gelten nun die Formeln 


a 
ssf P(G, 7) \po(e)|? 2° dO = r*, 


=a 22 m 
1 ae “Ted 1 F s—r|* . 1 : . 
s. PO, r) \p,(2) | 2" db foo, r) a e"d6é = xf e*dé = \, 
0 0 0 


*) A. a. O. 8. 72. 
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3x 32 
1 Sey yale 
00, r) p,(2) 9,(2)2"d0 = Se **d@ = 0, 
oO 0 


32 . 
g"@t* _ pet te-1 
fre. 1) P,(2) Po(2) 2"d0 =; =f 707) r) y= - 40 = 0, 
/i—r 
Iz an 4 : 
3*"* _a~xt+l 
2%, «fv, r) p, (2) po(2) "dd = ‘a p(9, r)- i d0=r-*V1—r 
"5 
(a=; x, x = 1, 2,---,m; wm >1). 
Man hat also 
(10) vz.) PO, r) p(@) cos n0d0 = { v0, r) p(0) 2" dé 
4 7 
= a3 + r-*V1 — #7 Gc, (g = e'?). 
x=1 


Meine Aufgabe ist nun, das Maximum und Minimum dieser quadra 
tischen Form zu bestimmen, wihrend die Verinderlichen der Bedingung 


@+ae+---+ai=—! 


unterworfen sind. Zu diesem Zwecke bestimme ich die Wurzeln der cha- 
rakteristischen Gleichung . 


m+a pr*-' pre? ..- p 
pr-' 0 .--0 
L,(—u) = L(x) =| pr’-? 0 x -+ O}, 
p 0 0 x 
wo p=——2, p= " = a 


ist. Ich bezeichne die Determinanten, die L(x) durch Weglassen der 
letzten, der zwei letzten usw. Reihen und Kolonnen entstammen, bzw. mit 
IM) (2), L(x), usw. Dann ist 


L a(@) = 1) = ale) — piz"-' 
Le~ -@) = a12(2) _ prrteta 


fe— X(2) =: ‘21)(2) — p’ tytn 


L&*)(a) = r* + «. 












Ie} 
pli 


un 


Da 


er! 


Da 


ub 


Al 











pliziert habe (x1, 2,---,m). So ergibt sich 


a 


\ 


2 


= (- pyre" 


Sind also die EKigenwerte der Form (10) 


uo) So s--- Smt 


L,(—#) = L,(2) = at—*| o(e +x) — 


a" | (2 + 5) - 
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1— ri 
4 


*) 
2? 


1—*r 1+ 7" 
und fir » >2 Bo = pO —---=— pw), = 0. 


Daraus folgt die Ungleichung (9). 


Ich addiere nun diese Gleichungen, nachdem ich die x* mit 2*~' multi- 
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Die obere Grenze wu”) wird fiir ein Wertsystem «, = a, (x =0,1,---, ) 
erreicht, definiert durch die Gleichungen 
° (e" — u\”)) fen + pr" Ly, ’ +++ + pe,, = Q. 
pr-ta,,— p®a,, = 0, 
PM, a UN) ~ 0, 
a ee 
‘ pr" -—f . , 
Daraus folgt é,, = 7 len (x= 1, 2, --+, ») 
My, 
1 pe i-r 2 
nd —= | a” 
, a. + ul)* 1—r 1+,’ 
+r 
d. h. ye 
Also 9(9) = | Gon Po(Z) + a, , (2) + Uigiusa, @, P,(#) |" 
1+” ir pr"-* a*~*(¢—¢) 7 
eh 43 
. z= uy? V1 —r 
_ ji+e*|* — 14 cosnd - 
~sat+r)~ 147 (s— e*). 
Ganz analog ergibt sich, dab die untere Grenze yu{" nur dann er- 


reicht wird, wenn a, = a,’ (x=0,1,---,) ist, wo 


, hee 


“= «4 und =a? = 
n 


“xn (n) On 


Ho 


cae yr" 
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1— cosaé@ 
= 


ist, woraus —(@) = a 


folgt. Damit ist unser Satz véllig bewiesen. 


6. Ich wende diese Betrachtungen auf harmonische Polynome an. 
Es sei n> 1, O<r<l, 


(A) ty +2 >" t, cos x0 > 0 (0<0<2z) 
x 1 
a2 : A 
t o 
and if p(O, r) p(@) dd = t, + 2 >t" =i 
0 = 


Man hat fiir alle x = 1,2,---,” 
1, 
cos @ cos x0 = — [cos (nv + %)0 + cos (n —x)9}, 


‘¥ & 
also = fr, r) p(@) cos nO d@ = ‘7 + Dr +H 4. git — ar) 


0 z=l1 ‘ 
r e -. " ” 
(4 T 2> t,*) vw y (ty vw 2 > *) 
zx=l x=1 
a al A ~ t 
oe pad We 2») 3) 
x=1 


So ist die Ungleichung (9) mit der folgenden gleichbedeutend: 


7 = < - (t, r 2» +) 


d. h. 4+2> 3 < * 
r —_ @ 


z= 


\| \ 

Lo 
ix 

lA 

ro| 
~ 


- 


das Gleichheitszeichen tritt hier dann und nur dann ein, wenn 


' 1 + cos né 
90) = EPs. 
+3 
1 =. 
d, h. wenn tate i= ix 
und fir »>2 ij=-i,—---=t_4f.= ist. 


Ich kann hiermit dem Satze (9) folgende Fassung geben: 


fer 


D 


tw) 


—_—~ 
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838 
Es si O<r<1,n>1, 


(0) = +2 >t, cos x0 >0 (0<0<2z), 
ferner ». a 
(8) va) 6 1) p(0) d@ = t, + 2 >'t.r = 1. Dann ist 
a=1 
(11) +21 < <5 
x=1 


Das Gleichheitszeichen ist hier dann und nur dann giiltig, wenn 


1 
1 2 
= t = 
on +P"? 0 iter 
und fir n>2 ti —-R=—---=—t_,=0 ist. 


7. Ich beweise jetzt folgendes Theorem: 
Es sei p(0, r). ein beliebiges harmonisches Polynom n” Ordnung, das 
fiir r <1 nichinegativ ist. Dann gilt die Ungleichung 


(12) (9, -)/<®2" O<r<i, 0<0<2n); 
das Gleichheitszeichen ist hier dann und nur dann giiltig, wenn 
9(9, r) = «[1 + r* cos n(O — )| 
und @ = B + = (x =0,1,2,---) ist. Hier bezeichnen « und B beliebige 
reelle Konstanten (a > 0).*) 
In der Tat, sei x ein fester Wert von 0 und 0<r< 1. Ich setze 


voraus, daB @(@, 7) nicht identisch verschwindet; dann ist g(x, r) > 0. 
Ich setze in dem eben bewiesenen Satze 


1 + Sets tee SS ™ 
(9) = —y = f(x 2 (a) cos x6. 


Das ist ein nichtnegatives Kosinuspolynom in 6, welches der Bedingung 
(8) geniigt, da ja die Formel gilt: 


232 


a2 
/ 1 
i, |e, r) p(a+ 6, 1)d0= i, [vco, r) p(x —0, 1)dd = ofa, r) 
0 0 


*) Ist a = 0, so findet nattirlich fiir alle 6 Gleichheit statt. 
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Ich setae (6, r) = a, + 2 >)r(a, cos x6 + b, sin %6), 
x=1 
dann ist o(z+0,1) =a, 
+ 2> |(a, cos xx + b, sin xx) cos x0 + (b, cos xx — a, sin xx) sin xO| 
x= 
und so t,(z) = —“° t (x) = in ne w=1,2,--+,m) 
ow p(x, r ? a (2, r) » —9 ’ : 
Ferner 
1 
ty(x2) + ie - oi 5 \4 Pr (a, cos xz + b , sin x2) | 
9(2, —) 
(a, r) 
1 p(x, 
also nach (11) (2, : ) - a A q. @. d 
Ist hier das Gleichheitszeichen giiltig, so ist 
1 
ee  « 1 .) a, cos nz + b, sin na a 2 
&(2) = g(az,r)  1+Fr"” (2 p(x, 7) 1+ 
und fir » > 2 
t(x) p(a,r) =a, cosxx+b,smxx—0 (x—1,2,---,n—1) 
D. h. fir n = 1 x+6,1)=a(l+ cosé und fiir » >? 
7 < 
a-l 
p(x+ 0,1) = a(1 + cosnO +>'u, sin x6), 
z=1 


wo «>0 und die u, gewisse reelle Zahlen bezeichnen. 
Aus der Ungléichung 


al 


1 + cos n@ +>'u, sin x8 > 0 (0O<0< 22) 
x=1 
u—I1 
folgt aber offenbar > «, sin «0| < 1 + cos n@ (0< 0< 22), 
x=1 


so daB das Sinuspolynom m — 1“* Ordnung auf der linken Seite, fiir alle 
Nullstellen von 1-+cosn@, die simtlich zweifach sind, ebenfalls ver- 
schwindet, und zwar wenigstens von der zweiten Ordnung. (Das ist geo- 
metrisch klar.) Es verschwindet also identisch, d. h. 


p(z + 8, 1) = «(1 + cos 8) 





hai 
gilt 


(12 


30 
(1! 
Die 


un 


als 


Is 
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und so (9, r) = a[1 + r* cos n(6 — z)}. 
Daraus ergibt sich ohne Schwierigkeit, dab cos n(@—z)=+1 und so 
6—x2+ ~~ (x=0,1,2,--+) ist. 


Folgerung: Es sei 9 > 0 eine feste Zahl und —(0,1r) ein belieliges 
harmonisches Polynom n'* Ordnung, das fiir r < @ nichtnegativ ist. Dann 
gilt die Ungleichung : 
(12’) p (9; ©)! < 96, r)(2)" (O<r<e; 0S 6< 2a); 


das Gileichheitszeichen ist hier dann und nur dann giiltig, wenn 


pO, r) «| 1 + * cos ” (¢ _— 8) | 


und @ = B + “= (x=0,1,2,---) ist. Hier sind « und £ beliebige reelle 


Konstanten (a >).*) 


8. Aus (12) folgt weiter der Satz: 
Ist (0,7) ein beliebiges harmonisches Polynom n‘” Ordnung und 
\p(O,r) <1 (0<0<2a;r<1), 
30 ist 
(13) \p(O, R)| < Re (OS O0< 2a; R>1). 
Das Gleichheitszeichen tritt hier dann und nur dann ein, wenn 


p(O, r) = 7" cos n(0 — B) 


“um 
( 


und = B + — (x=0,1,2,---) ist (6 ist beliebig) 


In der Tat, fir O< O0< 2a und r<l 


1+ (6, 1 — @(@, r) 
' 4 : >U und x =f > 0, 
1 + (6, R) 1— (6, R) 


also nach (12) (4, It) ; ; 
-\1+9@, 8), 1—9@, R) 
~~ ; ; 


1 1 \ 
1+ »{6, — 1— (8, 
<F ( x) +R ( B) _ pe q.e.d. 
Ist hier das Gleichheitszeichen giiltig, so muB zuniichst 
1+ 9@. 9) _ afl + 7 cos n(0—)] («>0) 


» 


*) Man vgl. Fufnote *) S. 11. 
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sein; also 9, r) =a + br* cos n(6 — B), 
wo 6>0 und ja} +b<1. Es ist ferner 6 = 6 + = d. b. 
a+ (—1ybR"| = R*. 
Daraus folgt a = 0, b = 1 und so 
(9, r) = 7" cos n(O — p). 


Aus (13) ergibt sich der Satz: 
Ist p(9,r) ein harmonisches Polynom, das nicht identisch verschwindet wnd 


V(r) = Max. |p(@, r)| (0O<0< 2a), 
so ist 
V (ry) r,\" ; 
(14) rey () (O<7r,<7,) 


und das (Gleichheitszeichen ist hier nur fiir 
(9, r) = ar” cos n(4 — B) 
giiltig (« +0 und B sind beliebig). 
Diese Ungleichung sagt eigentlich gar nichts anderes aus, als dab 

V (r) 

Ps 
mit wachsendem ry nicht zunimmt. Der analoge Satz fiir Polynome ist 
fast unmittelbar klar. In der Tat, wenn P(z) ein Polynom n“™ Grades 
der komplexen Veriinderlichen z bezeichnet, so ist fir r > 0 


P(z) 


oi Max. | P(z)' — Max. |—;*! = Max. | 2" P( ) : 
s =F * 1 oad 


Isior 
i=r 


woraus, da das Polynom et P( ;) fiir jedes ¢ regulir ist, 


folgt. Gleichheit tritt hier nur fir 


P(2) = cz" ein. 
. 


9. Zum SchluB will ich zeigen, wie der Satz (13) mit dem sog. 
Bernsteinschen Satz iiber trigonometrische Polynome zusammenhingt. Der 
lautet folgendermaBen: 

Ist (0) ein trigonometrisches. Polynom n' Ordnung und 

P(A <1 | (0<0< 2a), 
so ist ROE (0<0<2n); 
das Gleichheitszeichen ist hier nur fiir 


g(9) = cos n(0 giiltig. 











hi 
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Dieser Satz hat eine ziemlich ausgedehnte Literatur.*) Ich beweise 
hier mit Hilfe von (13), daB 


\p’(8)| <n (0<0<2z) ist. 


Ps 4 























Fir »=(0 und »=1 ist das klar. Es sei alco n>2. Ich setze 
fir r<l 


22 
7(9, r) = Z| 00 — a, r) p(a) da. 
0 


Das ist ein harmonisches Polynom n* Ordnung, fiir welches 


lp(0,r)| < (0O<O0< 2m; r<l) 
{PY, 7) =%> ; "> 


) ist. Es gilt ferner fir 0<r<1 die Gleichung 


in 
p(0) = sf p(9—a, r) 9(«, : )da, 
0 
o- 
also g (0) = - fro — a, r)@ («, . ) de, 
0 
op, r) 


wenn ich kurz = p' (6, r) 


' 00 
; schreibe. Hieraus folgt nach (13) 


22 


22 
1 1 
j ‘ ” ] — len’ * s 
gp (4)| < mJ p(d—«a, r)\da= ef ip (a, r)\ de 
0 0 
an 1 
1 2r(1 —r*)|sine —_ 2(1 — r*) | dz 4 
2ar" (1 —2rcos «+ r*)? — geemt oF (1— Pre +r)? arm-i—r* 
0 -1 
4 
ar®— *(1— r?) 


also gy (8)\ < 


Nun ist hier r, abgesehen von der Hinschrinkung 0 <r <1, ganz be- 
liebig; ich bekomme die beste Abschitzung, wenn ich 


r=/*— 
- n-+-1 


*) S. Bernstein: Sur l’ordre de la meilleurs approximation des fonctions con 
tinues par des polynomes de degré donné [Mémoire couronné par la Classe des 
Sciences de l’Académie Royale de Belgique, 1912, S. 19—20]; M. Riesz: Formule 
Winterpolation pour la dérivée d’un polynome trigonométrique [Comptes Rendus, 
Bd. 158, 1914, S. 1152]; F. Riesz: Sur les polynomes trigonométriques [ebenda, Bd. 158, 
1914, S. 1657]; M. Fekete: Uber einen Satz des Herrn Serge Bernstein [Journal fiir 
reine und angewandte Mathematik, Bd. 146, 1916, 8. 88—94]. 
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a+i1 

: , 2 (n+1)? 

setze. So folgt lr @i <> St? — 

(n—1) * 
i a-i 

; ‘.'2 ’ 
" . . 1 { 1 ° n--1 2 2 
Es ist aber lim oe i= lim (1 4 ) =¢ 
ann u— ae n n 1; 
7 
n —1) 


und, wie eine elementare Rechnung bestatigt 


n+t1 
1 (w+1 se <¢ (n> 2), 
” s— _ 
(n—1 
L ‘(0)| < 2 
also y (9)|< =n, q. e. d. 
Wien, im August 1918. 
Bemerkung. 


Wihrend der Korrektur dieser Arbeit ist es mir gelungen, die Un- 
gleichungen (6) und (7) bedeutend zu verschirfen. Es gilt der Satz: 

Ist @(0,r) ein nicht konstantes harmonisches Polynom n” Ordnung, 
so ist mit Behaltung der Bezeichnungen in Punkt 4 


$2(1) 
(6 “ < (qi) - ~ i 
6 Mir) < M(1 ea ind 
i+n 
' Ii—e 
Q(1 
(7 m(r) > m(1) : 
i+r 
1 
Sie 


° ° . % . = (a sp, * 
das Gleichheitszeichen ist in (6) bew. (1) dann und nur dann ygiiltig, wenn 


i—ys s—r 1—(—2z)”" 
6 =a+ 
(4, 1) . B,, +1-+-r(n— 1) I I—r i1+42 


* [a= ee 0 
ist (« und 6, ist hier beliebig, B <0 baw. > 0). 

Beweis: Es gilt zuniachst der folgende Satz: 

Ist (@) ein nichtnegatives trigonometrisches Polynom xn‘ Ordnung, 
welches die Bedingung (3) érfiillt, so ist 


7 P A iy 
(4) p(O)S1+n-- 












Uber trigonometrische und harmonische Polynome 


Das Gleichheitszeichen ist hier dann wnd nur dann giiltig, wenn 


1—r | z—ri—(—z)*|* 


(5 9(0) = n+1-+r(n —1) , t= S46 (=e) 
und 6 =a ist. 

Die Ungleichung (4) ergibt sich ihnlicherweise, wie die Unglei- 
chung (4). Aus (4) folgt nun mit wortlicher Wiederholung des Ver- 
fahrens in Punkt 4 die gewiinschte Ungleichung (6). 

Um die Faille zu ermitteln, wo in (6) baw. (7) das Gleichheitszeichen 
gilt, schicke ich den folgenden Hilfssatz voraus: 

Die Wurzeln des Polynoms 


Fa ri 
i— ( 
i—r i+-c 
liegen alle am Rande des Einheitskreises. ‘ 
Ist niimlich ¢ = — € eine von diesen, so ist £ +1 und 


Q—ndi-H+(¢€+"n1—%) -9, 


d. h. aes OT 
Nun ist bekanntlich fiir |{| < 1 
af. ole 
* a >1>(|&| und fir (§|>1 ie | <1 cl, 


woraus die Behauptung folgt. Das Minimum des trigonometrischen Poly- 
noms (5) ist somit gleich 0. , 
Ist nun in (6) das Gleichheitszcichen giiltig, so muB (s, Punkt 4) 


M(1) — 9(6+-9,, 1) 


MQ)—M@* = p(0) und 6,—O0,—2 


sein, wo @(@) das trigonometrische Polynom (5) bezeichnet. D. h 
g(0,1) =a -+ B p(@ 4) (B<0), qed. 
Umgekehrt, wenn (0, 1) diese Form hat, so ist 


Ml) =a, m(l)— e+ B(L+m, 7%), Qd)——A(1+0, 4%) 


und M(x) > p(G%, 7) 
22 
oe | . Qa), 
-/ p(O, r) p(6-+ 6,, 1) d@ = a -T B = M(1) ’ i+r , 
0 1-+-n ey 


in (6) gilt also wirklich das Gleichheitszeichen. 
Abnlich behandelt man die Ungleichung (7). 


Wien, im Oktober 1918. 
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Uber partielle und totale Differenzierbarkeit 
von Funktionen mehrerer Variabeln und idber die 
Transformation der Doppelintegrale. 


Von 


Hans Rapemacuer in Wickersdort ( Thiiringen ) 


Ist f(z) eine in einem Gebiet @ der xzy-Ebene definierte stetivze 
Funktion mit stetigen partiellen Ableitungen, so ist diese Funktion be 
kanntlich im Stolzschen Sinne differenzierbar, d. h. es ist 

fa+h, y +h) = f(x, y) +h” +b te ” 4 Vit. R(h, k), 
wenn Rh, k) < S(Vh +k?) und S(Vh? + k?)—> 0 mit h? + # + 02) 
Aus dieser Gleichung schlieBt man, dab eine durch zwei stetig par 
tiell differenzierbare Funktionen 
E= 9(2,y), = ¥(2, ¥) 
vermittelte dineindeutige Abbildung von G auf ein Gebiet f der §4- Ebene 
im Unendlichkleinen affin ist. Durch Vergleich dieser Abbildung mit 
einer affinen folgert man daraus, daB der Betrag der Funktionaldeterminante 
Dig, #) 
D(z, ¥) 
in jedem Punkte (2, y) das VergréBerungsverhiltnis der Abbildung dar- 
stellt. Von hier aus gelangt man dann zu der Transformationsformel fiir 
Doppelintegrale 
a , i" ’ P . D(« ’ ) 
SF at [fro Y), Vi, ) Die. 7 prey 
I a 
Diese Schlu®weisen sollen nun in der vorliegenden Arbeit auf unktionen 
libertragen werden, die nur einer erweiterten Lipschitzschen Bedingung 


*) Bei jeder totalstetigen Funktion zweier Variabeln findet tbrigens Lifferenzier- 
barkeit im Stolzschen Sinne wenigstens in einem maSgieichen Kern von @ statt; 
siehe C. Carathéodory, Reelle Funktionen (Leipzig 1918), S. 661, Satz 7. Dieses Buch 
wird im Folgenden mit R, F. zitiert. J 
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unterworfen sind. Dabei werden wir auf dem Wege noch einige an sich 
bemerkenswerte Siitze tiber die Funktionaldeterminante selbst beweisen. 
Anstelle von ,,Differenzierbarkeit im Stolzschen Simne“ werden wir im fol- 
genden auch kurz von ,tétaler Differenzierbarkeit* sprechen. Wir be 
merken noch, daS wir alle Siitze nur der Einfachheit halber fiir zwei 
Variable formulieren; die Beweise lassen sich ohne weiteres auch auf mehr 
Variable iibertragen. 


i. Partielle und totale Differenzierbarkeit. 


1. In dem beschriinkten Gebiete G der zy-Ebene sei die Funktion 
f(x, y) definiert. Wir fihren dann ein y 


fiathyt+hb 
Vr? + k* 


(1) w,(a, y¥; 0 obere Grenze von fir O< h? +k? < 9%. 


Hiernach ist w,(x, 4; @) bei festem x, y“eine mit abnehmendem 0 nicht 


wachsende Funktion. Es existiert also 


(2) L (a, y) = lim w,(a, ys @). 
oO 
Uber f(a, y) setzen wir nun voraus, dab L,(z, y) in G endlich und sum- 
mierbar sei. Die Endlichkeit von L, impliziert offenbar die Stetigkeit 
von /.*) 
Die /(2,y) auferlegte Bedingung kann als eine Erweiterung der Lipschitz- 
schen Bedingung aufgefaBt werden. Denn diese wird ausgedriiekt durch 


(3 [(@-+ h, y) — {(@, y) <M, f(#, 9 + 7 — f(x, y) 


o) h < M h, k + V, 


wo M eine in G konstante endliche Zahl ist. Aus (3) folgt aber leicht 


(4) [(at-h,y +h) — f(a, y) <2M 
Vh* + k* 
und also wuch Lia, y) 2M, 


so daS J, dann endlich und in dem beschriinkten Gebiet G summierbar ist. 
Fiir die Erfiillung von (3) ist bekanntlich wieder notwendig und hin- 
reichend, daB die partiellen Derivierten von f(a, y) beschrinkt sind.**) 

Wir setzen jedoch zuniichst nur Endlichkeit und Summierbarkeit, 
nicht Beschrinktheit von ZL, voraus. Nun ist 


*) Die Mefbarkeit von L,(x, y) ist eine Folge ihrer Endliehkeit, da L, darch 
die Stetigkeit von f eine Funktion der zweiten Baireschen Klasse auf G wird 
**) R. F. S. 561, Satz 9. 
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f@+h, 4 — f(@, y) 


obere Grenze von 


f(a +h, eed f(@, ¥) | 


< obere Grenze von 


Vie +k 
0<h+R co’, h+0, also auch 
(5a) D,f(2, y)| < L,(2, 9), 


worin D, f(z, y) irgend eine der vier partiellen Hauptderivierten nach x 
bedeute. Ebenso gilt 
(5b) D, f(x, y)| S L, (a, y)- 


Die partiellen Hauptderivierten von Bs y) sind also in G endlich und 
summierbar. Ist dann FE, die lineare offene Punktmenge, die die Gerade 
y=y, mit G gemeinsam ‘hat, so existiert nach einem bekannten Satz von 
G. Fubini*) auBer ‘fiir eine lineare Nullmenge der y, das Integral 


(6) {D.t(, Y,) dz. 
Dies hat aber zur Folge, daB in jedem E,, in dem (6) existiert, auch 
auBer héchstens in einer linearen — die partielle Ableitung 
a f(a. y) Of (a, y) 

oz Ox 
Kern K, von G existieren mub. Denn die vier partiellen Hauptderivierten 
nach z sind meBbare Funktionen und kénnen daher nur in einer meB- 
baren Menge voneinander abweichen. Da diese Menge aber von allen Ge- 
raden y = y, mit Ausnahme einer linearen Nullmenge der y, in linearen 
Nullmengen geschnitten wird, so ist sie, wie eine Anwendung des Fubini 
schen Satzes zeigt, selbst eine zweidimensionale Nullmenge.***) 


existiert.**) Daraus ergibt sich, dab in einem mabBgleichen 


Nach analogen Uberlegungen existiert oe ”) ebenfalls in einem 
maBgleichen Kern K, von G; beide gemeinsam also in dem maBgleichen 
Kern K = K, - K,. 

2. Nun sei 4 eine beliebige positive Zahl. Dann gibt es wegen der 
MeBbarkeit und Endlichkeit von L, eine meBbare Teilmenge H~< K, so dab 
mH>mK—i=—=mG—i 

ist und fiir jeden Punkt (2, y) in H 
(7) L(x, y) < M(a) 
ist, wo M(A) nicht von (z, y) abhiingt. 


*) G. Fubini, Sugli integrali multipli (Rend. della R. Accademia dei Lincei 1907), 
R. F. 8. 632, Satz 4. 

™*) R. F. 8. 597, Satz 4 zusammen mit 8. 545, Satz 2 

=) R. F. 8S. 628, Satz 8. 


auch 
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Nach einem Konvergenzsatze aus der Lebesgueschen Theorie der 
MeBbarkeit*) gibt es nun in H eine meBbare Teilmenge S mit 

mS >mH—i>mG — 2i, 
so daB in S die Konvergenz von 


»L,, Mtho—few _, Ff ong fav+h— fe» _, af 


w (2,93 @) - h a ay 


gleichmd Big stattfindet. Es gibt also ein 9,(4), so daB fiir jedes (z, y) in S 
(8) w (ty; 0) < L,+ M(A)<2M(A) ftir 0<e<e,(A); 


und es gibt zu jedem beliebig vorgeschriebenen positiven « ein h,(A, é), 
so daB in S 
f(a+h, y)—f@,y) _ efla,y)| _ 
h Ox ‘< | 


(9) fir O< |h| Shy (A, 8). 


f(@,yt+h)—f@y)  cf@,y) 
h oy 
In S als einer meBbaren Menge von positivem Mae gibt es nun eine 
perfekte Teilmenge 7, deren MaB um weniger als 4 unter dem von S 
bleibt **): 
(10) mT >mS—i>mG — 3i. 
of 
dx 
gegen Null konvergierende Folge positiver Zahlen, so konvergieren die 
Folgen der in 7’ stetigen Funktionen von (z, y) 
fia+h,,y)—f@,y) fae,y+h,)—f(@, y) 

h,, . h, 
3 , ited of of 
in T gleichmibig gegen —- bzw. ay 
T stetig sind. Auf der perfekten Menge 7’ sind sie dann aber auch gleich 
miBig stetig***), d. h. zu jeder Zahl « > 0 gibt es ein h(e), so dab 
(11) Of(@,, 41) Of (5 Ys) | <é Of(@,, %) i OF (es Ys 


On Ox , 


<e| 


In 7 sind nun eine 


Pi 


und sf stetig. Denn es sei h,, hy,---, h 


(n = 1, 2, 3,- ‘) 


, 80 daB also auch diese Limites auf 


- 


cy oy ~ ? 
wenn nur |x, — 2\ +|¥, —¥Y|<A(s). [Bemerkung zur Schreibweise: 
f(:»%) soll bedeuten, daB zunchst °“*) gebildet und darin dann 


Z=2,,y=y, gesetzt wird.] 
Ferner hat 7 als meBbare Menge von positivem MaB fast tiberall die 


*) R. F. 8. 382, Satz 12, doch bedarf fiir unsere Anwendung dieser Satz samt 
seinem Beweis einer leicht anzubringenden Erweiterung fiir den Fall des Grenziiber- 
gangs in einem stetigen Parameter. 

**) R. F. 8. 288, Satz 12. 
*) R. F. 8S. 205, Satz 2. 
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Diehte 1.*) Das soll heiBen: Ist K(P;r) der Kreis mit°dem Radius r 
um den Punkt P = (z, y) von 7’, und ist 7(P; 1) der Durchschnitt von 
T und K(P;r), so ist diejenige Teilmenge F von 7, in der 
. mT(P;r) _ 
lim mK(P;r) 
gilt, ein maBgleicher Kern von 7, 
(12) E<T, mE=mtT. 
Ist daher N > 1 eine positive ganze Zahl, so gibt es zu dem Punkte 
P, = (%; Yo) You E, in dem wir die Funktion auf ihre totale Differenzier- 
barkeit hin untersuchen wollen, eine positive Zahl ry(P,), so da® fir 
r<ry(P,) mT (Py; 7) — ve 1 
m K(P,; r) - N? 
stattfindet. Bedeutet dann E(P,;7) den Durchschnitt von FE und K(P,; r), 
so muB wegen (12) bei'r < ry(P,) zugleich 
2) mE(Py; 7) — 1 ‘ 
(13) mK(P,:+)> vi sein. 
Zu der beliebigen positiven Zahl 4 haben wir die Teilmenge E von 
G@ konstruiert, so dab 
(14) mE >mG— 34 
ist. Za 2 haben wir die positiven Zahlen M(A) und @,(4) angegeben und 
zu der beliebigen positiven Zahl ¢ ferner die Zahlen h,(e, 4) und A(e) 
bestimmt, welche Zahlen simtlich fiir ganz & Giiltigkeit besitzen. Zu der 
beliebigen natiirlichen Zahl N haben wir endlich fiir den Punkt P, in E 
ein ry(P,) angegeben. Dann sei r, eine positive Zahl, die 
(15) ty <hf4,@), to<h(e), 1o<1rx(Py) 
gentigt. Um J, denken wir uns den Kreis K(P,; 7.) mit dem Radius 7 
geschlagen. 
3. In K(P5; 7) sei P, mit den Koordinaten 
4 {2, = % + h, cos a, 
(16) : 
ly, = Y¥ + h, sim c, 
iwgend ein von J’, verschiedener Punkt, fiir den nur noch 
N—1!1 
_2>> To N 
(17b) h, < @9(4) (N— 1) 


*) Lebesgue, Sur l'intégration des fonetions discontinues, Annales de |’Kcole 
Normale Supérieure 1910 (3), Bd. 27, 8. 399—401. Auch R. F. 8. 497, Satz 3. Die Dichte 
ist aufzufassen alf eine verallgemeinerte Derivierte des unbestimmten Integrals der- 
jenigen summierbaren Funktion, die auf 7 gleich 1 und auf @ — T gleich 0 ist. 
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vorausgesetzt wird. In dem Kreis um P, mit dem Radius La, muB 


wegen (13), (17a) und der dritten Ungleichung (15) das MaB der au FE 


komplementiren Punktmenge ‘weniger als betragen. Ein Kreis 


h,?x 
(N — 1)? 


; . h . a 
um P, mit dem Radius wo , der wegen (16) und (17a) ganz in 


K(P,; rq) liegt, muB also Punkte von £ in seinem Innern enthalten: es 
sei P, ein soleher Punkt mit den Koordinaten 2,, y,, so daB mithin 


' . \2 2 h, 
(18) V (a, — 1)" + (Y, — Ye) N—1 
ist (P, darf iibrigens mit P, zusammenfallen). 
Wir bilden nun den Differenzenquotienten 
(19 F(%y + Yr) — F% or Yo) _ Fe» 1) — Fes), Fe Ys) — Fo. ¥ 
ul h, h, h, 


' f(%o. Y.) 5 f (Xo; Yo 
4 
h, 
Die Briiche der rechten Seite schiitzen wir nacheinander ab. Ist P, 
mit P, identisch, so verschwindet der erste Bruch. Sonst ist wegen (1) 


und (18 h 


f(x, . ¥,) —F(@e. Ye " 
- — ~ Ww, (2% 23 > 9 
V(a, — 2)? + (y, — y.)* ’ 2? Ye N— i} . 


und folglich unter Beriicksichtigung von (8) und (17b) 


2) f(t. % f(x, + Ys) 2 M(2)- V(x, — x,)* + (y, — y-)* P 2 Af () 


h, h, an 1 
was auch fir zusammenfallende /, und P, giiltig bleibt. 
Fiihrt man noch Ly = Ly + hy Cos a, 
Ys = Yo + h, sin as 


ein, so kann man fiir den zweiten Bruch schreiben 


Xe,» Yo) — (Xo. Yo) (@., Ye) — flay, Ys) Ae 
(21) f (Xs, Ys) — F\%os Ys Ps» 9s) — T%o» Ys) Bs cog oy . 
h, . L_'— ZX; h, 5 
. 


Nun ist, da P, in £ liegt und |a, —% < hg(4, ) ist, wegen (9) 


Tos Vs (Los Ye Of (ae, ¥ 
/ Js 1 (Zp Ys f( 0» 2 < é. 
x. Be On 
ferner auch wegen |y, — y,| < A(e) nach (11) 
of Xo» Ys) 7 Of (x, Yo) < ¢ 
Ox Ox : 
so daB zusammengenommen 
(22) f(a, , Ys) me f(%, , Ys) —_ Of \Xy , Y_) f. , 
j Ly — Bo ax ‘i 
sich ergibt, wo \m,| < 2e. ist. 


Mathematische Annalen. LXXIX 




































346 H. Rapemacner 


Ferner ist nach dem Satz iiber die Differenz zweier Seiten im Drei- 
eck unter Beriicksichtigung von (18) 


[ky — hy! St oder 
h , 1 
2 os < 
(23) : h, 1 + , "Ne! < wy 
Epdlich ist cos a, — cos a, = 2sin “'—** sin “ * —s, 


i . a 
cos a, — cos «,| < 2) sin 


Nun ersieht man aus dem Dreieck P,P, P, ohne weiteres 


h i 
_ ' 
sim }a, — a@,|< = th . ; 
Ol < gio tm 
woraus |cos a, — cos a,| < y - " and somit 
. 2 
(24) CO8 &, = COS &, + 1s, "3| < wi 


folgt. Fiir (21) erhilt man also mit Hilfe von (22), (23), (24) 


(25) f(s Ys) — f(%o» Ys) . (2g 


h, Ox 


ns) (1 + m4) (eos a, + 75) 


- Pfiie» ¥) cos «, + O(%,, tg, Ns), 

wo ©O(%,, My, Ys) mit m,, NM, Ys gegen Null strebt. Es lassen sich aber 
"i> a> Ng beliebig klein machen, indem man nur « hinreichend klein und 
N hinreichend gro bestimmt, was man durch hinreichend kleines r, und 
damit hinreichend kleines h, erreichen kann, also 0 —> 0 mit h, — 0. 

Endlich schiitzt man den dritten Bruch rechts in (19) nach dem- 
selben Verfahren ab, was noch einfacher gelingt als bei dem zweiten 
Bruch, weil man nicht die durch (11) ausgesprochene gleichmaBige Stetig- 


of 


keit von ay auf EF heranzuziehen braucht. Man erhilt dann 


, 


f(@., ¥3) — f(s Yo) — Of (2, Yo) 


; sin «, + 9, 


wo wieder 0’ mit h, gegen Null strebt. Zusammen mit (20) und (25) 
ergibt sich fir (19), wenn man noch die Bezeichnungen (16) wieder auf-* 
nimmt, 

(26) f(%_ +h, cos a, , Yo +h, sin «,) — f(%,. Yo) = OF (@. Yo) 


h, da COs a, 


Of (@, , Yo) 


sina, + R(A, ;«,), 











Partielle und totale Differenzierbarkeit 347 


wo lim R(hk,; «,) = 0 fiir h, —> 0, was, wie unsere Abschiitzangen zeigen, 
gleichmaBig in «, gilt. Setzt man 
h, cosa,=h, h, sina, =k, 
so kann man fiir (26) schreiben 
(27) flay, Yo+k) =f (aer¥y) +h oe Me) 4, of = YW) 4 Va24 Kk? R(h, k), 
Rth,k) < S(V#?+F), 
wo lim S(Vh? +) =0 mit Vr? +i? 0. 


Im Punkte P, = (2, y,) ist f(a, y) alse total (nach Stolz) differensierbar. 
Nun war P, ein beliebiger Punkt von LZ; in ganz £ ist also f(z, y) 
vom derselben Eigenschaft. Wir lassen nun 4 der Reihe nach die Werte 


a 1 : hell os ' 
l, =. =,--:+ —,-:- durehlaufen. Zu jedem dieser Werte bestimmen wir 
. ” 


9 


eme Menge FE, die fir 4=——- mit FE, bezeichnet werden mdge, so dab 
nach (14) 
(28) mE, > mG 


ist. Es sei E* die Vereinigungsmenge aller E,. Wann ist in /* iiberall 
f(a, y) total differenzierbar, da jeder Punkt von /* zu mindestens einem 
E, gehért, in dem diese Eigenschaft der Funktion nachgewiesen ist. 
Anderseits folgt aus (28) m E* = mG, 
so daB wir folgenden Satz aussprechen kénnen : 

Satz |. Ist f(x, y) eine in dem beschriinkten Gebiete G der «y-Ebene 
definierte Funktion, fiir welche die aus 
(eth y+h—fe, y) 

Vi? +i 

fir O0<h? + F< 9’, 


(1) w (2, Y; @) = obere Grenze von 


(2) L(x, y) = lim w (a, y; @) 
enlspringende Funktion L Aa, y) in G endlich und summierbar ist, so ist 
f(z, y) im einem mafgleichen Kern von G total (im Stoleschen Sinne) diffe- 
renzierbar. ; 
4. Die Uberlegungen im Anfang von § 1 haben dargetan, daB ftir die 
Endlichkeit und Summierbarkeit von L,(x, y) die Beschriinktheit der par- 
tiellen Derivierten von f(z, y) in G hinreichend ist. Wir haben somit das 
Korollar: Eine in einem Gebiete G der xy-Ebene definierte Funktion 
f(x, y) mit beschriinkten partiellen Derivierten ist in einem mafgleichen Kern 
vor G total (im Stolaschen Sinne) differenzierbar.*) 


*) Eine solche Funktion zweier Variabeln braucht nach einem Beispiel von 
C. Carathéodory (R. F. 8. 655) nicht totalstetig zu sein. Vgl. S. 340 Anm. *). 


28° 
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Selbst wenn aber, was in diesem Korollar nicht einmal vorausgesetzt 
ist, die Funktion f(z, y) iberall in G partielle Ableitungen besitzt, die be- 
schrinkt sind, braucht sie darum doch nicht tiberall total differenzierbar 
zu sein. Das zeigt das folgende einfache Beispiel 

ry* 
— tb 
f(a, y) = 0 fir 2?+y*?=—0. 


Leichte Rechnungen zeigen, daB iiberall 
ta) ? 


f(a, y) fir 2? + y* > V, 


of <? of 


<9 ] 
2 € 
af (=” ay ws und dag 
of eo 
(29) U = @Q of an ( 
OX \z,=0 ’ CY %=0 . 
, 0 ¥o= 0 


ist. Dagegen haben wir 
{(A cos a, h sin @) = h sin*® @ cos « 


df(h cos a, h sin e) 


= gsin* @ cos «, 
adh 


und folglich 


was mit (29) zusammen zeigt, dab fiir 7,—0, y, = 0 in diesem Falle 
(26) nicht erfillt ist 


II. Kigenschaften der Funktionaldeterminante. 


5. Nach dem Beweis unseres Satzes I schlagen wir den in der Ein- 
leitung skizzierten Weg ein. Aus (27) erhalt man zuniichst durch die 


Substitution h=-at, k=bt 
(30) f(%» + at, y¥, + bt) —f © Yo) = q Cf For Yo) 1 b Of (%» Yo 
i Cx ay 


T Va* + }? R(at, bt). 
Nun seien 


(51) r=x(s), y=y(s) 


zwei differenzierbare Funktionen (deren Ableitungen iibrigens nicht be- 

schrankt zu sein brauchen), deren Werte z und y fiir ein gewisses Inter- 
' yall s;< s <8, in das Definitionsgebiet G von f(z, y) fallen mégen. Wir 

betrachten einen Punkt 2, = x(s,), ¥ = y(s,), der zur Menge E*, gehort, 

falls es einen solchen gibt. In diesem Punkte seien «'(s,) und y’(s,):die 

Ableitungen der Funktionen (31). Dann gilt in einer linearen Umgebung 
UM 85: ° 2(8) = Ly + (x' (8) + 4,) (8 — 59), 

(8) = Yo + (YG). + 45) (8 — 8), ’ 

worn 0,—>0, 6,—+0 mit s—»>s,. Fir hinreichend kleines (s — 59) 
schlieBt man. daher aus (30) auf — 
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f(x), y(s)) we 1 (>, Yo) aha (x’ (8) + é, ) ofa: Yo) 4 (y’ (89) + 0.) Of (a, % 


$— % ay 
+ V(x’ (8) + 4,)? + (y(S) + 0)? R((w’ + 8,) (s — s,), (y + 4) (s — 8,)), 


woraus im Limes s —> 8, 


. df (x(s), y(s)) a Olgas Ya) i* 
») an atile 07 Fo) 1 
(32) > = & (Sq) Oa r Y (S8> 


8 = & 


) OF (&o. Yo) 

oy 
hervorgeht. Diese Gleichung gilt fiir ganz beliebige differenzierbare Funk- 
tionen x(s), y(s) (deren Werte in G liegen) auBer in einer durch die 
Funktion /(x, y) vollig bestimmten Nullmenge (G — E*) der (a, y).*) Die 
Funktionen x(s) und y(s) kénnten also, ohne den (riiltigkeitsbereich von 
(52) zu findern, noch einen Parameter enthalten. Es seien 

c= 2(8,4), y=y(E, 0) 

zwei in einem Gebiet [ der £1-Ebene definierte Funktionen, deren Funk- 
tionswerte «,y in G hineinfallen und die in [ iiberall partielle Ablei- 
tungen nach & und » besitzen, fiber deren Beschriinktheit wir nichts vor 
aussetzen. Dann gelten analog zu (32) 


Of(aé, m. wg mn) _ f(a, y) Aa(—.n) , Af(a, y) Gy, 0 
= og Ox eg oy 0g ? 
(Oo) 
df(g, 0), ym) _ Of, y) Ox(&n) , Ofla, y) Ox(&, n) 
on Cx Ov : oy on 


auBer in einer Nullmenge G— E* der (x, y). Ist g(x, y) eime weitere 
Funktion in G, die dort gleichfalls den Voraussetzungen von Satz I ge- 
niigt, so gelten (33) und die analogen Formeln fiir g(z, y) zugleich in 
allen Punkten von G auBer in einer durch f(z, y) und g(z, y) bestimmten 
Nullmenge, die Z heiBen miége. 

Aus (33) und den analogen Gleichungen fiir g(z, y) erhailt man den 
Multiplikationssatz der Funktionaldeterminanten 


of of Of ox , af dy Of dz , Of dy of of Ox da 
34 0& On oa og Oy 0& axon ay on Ox oy 0& On 
(o> ) == : . ; f A . 

og og 0g Ox , dg dy Og Ox , dg dy dg Og Oy oy 

0& On Ox o§ Oy 0& Ox0n ~ Oy On On oy 0& On 


Satz IL Sind f(x, y) und g(x, y) zwei in einem Gebiet G der xy- 
Ebene den Voraussetzunyen von Sate I geniigende Funktionen wnd x(§, %), 
y(&, 4) 2wei in einem Gebiet l der &n-Ebene definierte partiell differenzier 
bare Funktionen, deren Funktionswerte (x, y) in das Gebiet G fallen, so 
gilt die Multiplikationsformel (34) der Funktionaldeterminanten aufer m 


*) Es wire denkbar, daB diese Nullmenge die ganze Kurve (31) enthielte, so dab 
die Formel (32) fiir keinen einzigen Wert von s zu gelten brauchte 
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einer Nullmenge Z der (x, y) in G, die nur von f(x, y) und g(x, y), nicht 
von der Wahl der Funktionen’ «(&, 1) und y(t, 1) abhéingt. 

Uber das MaB der Punktmenge der (&, 4) in [, in der (34) nicht 
gilt, werden wir unter gewissen EKinschrinkungen nachher noch eine Aus- 
sage machen kénnen. 

6. Durch die Funktionen 


u=f(z,y), v=g(z, y), 


die wieder die im vorigen Absatz diskutierten Eigenschaften haben sollen, 


wird das Gebiet G der zy-Ebene auf einen Bereich U der uv-Ebene ein- 
deutig abgebildet. Da diese Abbildung jedoch keine eindeutige Umkehrung 
za besitzen braucht, so braucht U kein Gebiet zu sein. 

Die Gleichung (27) liefert in der Umgebung eines Punktes P,, in 
dem sowohl f(z, y) als auch g(z, y) total differenzierbar ist, 
u = f(t +h, ¥o +k) =f (mq, Yo) th ae } and Yo 
+ Vi® + k* Rih, k) 
» £OGGe, He) , .°G (Sos % 
+h Ox + k ou 
+ Vh? + Rh, b). 
Die Abbildung ist also im Unendlichkleinen um P, affin. Wiirden die 
Restglieder in (35) fehlen, so wiirde durch die dann hervorgehende affine 
Abbildung 


(35) 


sa 9\% T h, Yo T k) by I\%), Yo) 





-_ of of 
| t=fo ths, + by 
(36) 09 , 2¢9 
C= Mm thee tks, 
das Quadrat Y in G 
(37) %—l'srsa,+l, ¥—!'sysyt+! 


auf ein Parallelogramm V abgebildet werden. 
Wir erledigen zuniichst den Fall 


a; of; 
. Cx oy 
(38) D= -: Be =) 
Coz oy 


Dann artet das Parallelogramm V in eine Strecke A aus, deren Mittel 
punkt das Bild von P, ist; verschwinden jedoch simtliche Ableitungen, 
so wird @ durch die affine Transformation nur auf einen Punkt abge- 
hildet. Die Linge a der Bildstrecke A ist der gréBere der beiden Ab- 


stiinde der Bilder gegeniiberliegender Ecken von Q. Diese Bildabstinde 
sind bzw. 





a 


J 
2 
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nV CLs Bs Gee BY ome SV GE- Hs Gey 


oy oy dn ay 

und wegen (5a) und (5b) ist folglich 
(39) a <2VBL,(x%, y)* < 6IL,, 
worunter auch der Fall, daB V in einen Punkt ausartet, mit einbegriffen ist. 

Der Vergleich von (35) und (36) zeigt, daB zwei zu demselben Werte 
paar (hk, k) gehérende Punkte (u,v) und (#, 6) einen kleineren Abstand 
als Vh? + k*® R*//2 voneinander haben, wo R* der gréBere der beiden 
absoluten Betriige |R) und |R’| ist und daher R* —> 0 mit h? + k*-+0. 
Also liegt das durch (35) von @ entworfene Bild V ganz in der Menge 
der Punkte, die von A héchstens den Abstand 2/2;* haben, wo R* der 
Maximalwert von /* in dem Quadrat @ und den BSeitenlingen 2/ sei, 
so daB also auch L*-+0O mit /-+0 gilt. Diese Punktmenge (sie be- 
steht aus einem Lechteck mit zwei angesetzten Halbkreisen) hat aber 
wegen (39) einen kleineren Inhalt als 

24P L R* + 4P RF a, 
also ist auch das Ma von V kleiner als diese Zahl. Folglich 
m@ < (OL, + ah*) Re, 

woraus fiir Lim/-— 0 das VergréBerungsverhiilinis A(P,) der Abbildung 
im Punkte P, folgt: A(P,) = 0. 
lm Falle (38) ist also in einem Pankt von totaler Differenzierbarkeit der 
f und g das VergriBerungsverhiltnis gleich dem absoluten Betrag der 
lunktionaldeterminante. 


Nehmen wir nun Of @f 
oa oy 
(40 dD +. () 
éy og 
Ox oy 


an, so ist V ein Parallelogramm mit nicht zusammenfallenden Seiten und 
mit dem Bild von P, als Mittelpunkt. Die Parallelogrammseiten werden 
einen kleinsten mit / proportionalen Abstand wl vom Mittelpunkte haben. 
[ch withle nun / von vornherein so klein, dab 4R*< w ist. Das durch 
35) vom Rande des Quadrates Q entworfene Bild sei die Kurve C. Da 
jeder Punkt von C vom Rande von V héchstens einen Abstand d= 2/R* 
haben kann, so liegt C ganz in einem ringartigen Streifen, der die Breite 
2d hat und den Mittelpunkt von V umschlieBt, aber nicht enthilt. Ein 
Parallelogramm V_, also, das ganz in V liegt und dessen Seiten parallel 
zu denen von V im Abstand d verlaufen, enthilt keinen Punkt von C. Ein 
Parallelogramm V’,,, dessen Seiten auBerhalb von V parallel zu den 
Seiten von V im Abstande d liegen, enthalt anderseits C ganz im Innern. 
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Wir behaupten, nun, daB simtliche Punkte von V_, Bilder von Punk- 
ten von Q bei der Abbildung (35) sind. Durchliuft niimlich: der Punkt 
(h, k) einmal den Rand von Q, so tut (#, #) das Gleiche auf dem Rande 
von V, und (u, v) durchliuft C. Dabei umkreist (#, #) einmal einen be- 
liebigen Punkt P* in V_, und (u,v) gleichfalls, da (u,v) von (#, 6) 
innerhalb eines Kreises vom Radius d und dem Mittelpunkt (#, #) mit- 
herumgeschleppt wird. Deformiert sich C stetig, so kann sich die Um- 
laufungszahl nur fndern, wenn C durch P* geht. Wir ziehen nun den 
Quadratrand von @Q stetig auf den Punkt P, zusammen, wobei C stetig 
deformiert wird. Geht dabei einmal C durch P*, so ist P* gewiB Bild 
eines Punktes von Q. Tritt dies nie ein, so umliuft ( stets P*. Da 
sich aber ( zugleich mit dem Quadratrand auf einen Punkt zusammen- 
zieht, so muB P* der Grenzpunkt von C und also das Bild von P, sein. 
In jedem Falle ist folglich ein heliebiger Punkt P* von V_, Bild eines 
Punktes von @.*) 


. 


Der hier fiir diese Behauptung gegebene Beweis ist der einzige der vorliegen- 
den Arbeit, der an der Dimensionszah] 2 hingt. Fiir » Dimensionen zieht man am 
besten den Begriff der ,Ordnung* eines Punktes in Bezug auf eine geschlossene 
Fliche und den Kroneckerschen ,Index* eines Funktionensystems auf einer ge 
schlossenen Fliche heran, (Siehe hierzu die Note von J. Hadamard ,,Sur quelques 
applications de l’indice de Kronecker“ in J. ''annery, Introduction & la théorie des 
fonctions d'une variable, t. 2°, éd. 2°, Paris 1910). Ich skizziere den allgemeinen [e- 
weis. Dhirch 


vr) A or 
A wu, = f,(@, + h,, x + hy, xz,+h, fg (hy > Ven** * Ly) + h fingr-R,, 


ida ' 
j=l j 
wo r* Sih? und R +0 mit r—> 0, i=1,2...0, 
— 
J 
wird der Wiirfel W 
h. ee 
mit dem Mittelpunkt (z,,«,...z,,) auf einen Bereich V abgebildet. (Vorausgesetzt 
ist. nicht-verschwindende Funktionaldeterminante). Die Transformation 
‘ : 
a, =f >i Ol; 


J, Ox 
J } 


bildet dagegen W auf ein Parallelepiped V mit der Obertliche S ab. Man bestimmt 
V_, wie im Text. Jeder Punkt von V_, hat in bezug aut S die Ordnung 1 (1. ¢ 
8. 460, § 28). Die Oberfliche von W wird auf eine (ganz auferhalb V_, liegende) 
Flache S abgebildet, in bezug auf die jeder Punkt von V_, dieselbe Ordnung hat 
wie in bezug auf S (1. c. 8. 462ff., § 30). Die Ordnung des Punktes (w#, u#, ... wk, 
in V_, in Bezug auf S ist aber nichts anderes als der Kroneckersche Index des 


Funktionensysteme 
fla + h,, t+ hy... 2, + h,) — ut t= 1,3,...0 
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Somit tiberdeckt V ganz V_, und wird selbst von V,, tikerdeckt, 
! so dab man hat: 
(41) mV_,<mVimvV 


-d= 





+d°* 
Durch eine bekannte elementare Rechnung erschlieBt man aus (36) und (37) 
mV =42|D. 


Die offenbar mit / proportionalén und wegen (40) nicht verschwindenden 
Abstiinde von je zwei Gegenseiten von V seien 2u/ und 2v/ (wo w und 
vy Ausdriicke in den Koeffizienten der Transformation (36) sind). Das 
Parallelogramm V,,, dessen Seitenabstiinde je um 2d = 41R*. gréber 
sind als die von V, hat mithin den Inhalt 


2 BR; 
is 


. emi 2k 
mV, =4P|DI(1 + —*)(1 ), 


und analog yilt fiir V 


-~ad 


wV_, = 40 |D\(1— 2) (1 — 7%"). 


y 


Hieraus und aus (41) ergibt sich dann 


( 2R*\ / 2 R* mV ait / 2k," 2, 
Di(t — =) — =) s Sg siDi(i +) (b+), 
; und folglich ist fiir Limes 1 = 0 auch in dies.sa Fall das VergréBerungs- 
| verhiltnis A(P,) der Abbildung gleich dem absoluten Betrag der Funk- 


tionaldeterminante 
Dif, 9 


D(a, y 


A(P,) = |D\ = 


Dies gilt fiir alle Punkte P, in G auBer denen der Nullmenge Z, in 
denen” mindestens eine der beiden Funktionen nicht total differenzierbar 
ist. Wir haben damit den folgenden Satz gewonnen: 

Satz III. Die im Gebiete G definierten, den Bedingungen des Satzes I 
geniigenden Funktionen u = f(a, y) und v = g(x, y) vermitteln eine eindeutige 
Abbildung des Gebietes G der xy-Ebene auf einen Bereich U der uv-Ebene. 
Dann ist in dem, mafgleichen Kern von G in dem f(x, y) und g(a; y) zu 
gleich total differenzierbar sind, das VergriBerungsverhdltnis der Abbildung 
gleich dem absoluten Betrag der Funktionaldeterminanie. 

DaB iibrigens selbst bei eineindeutigen Abbildungen die Funktional- 
determinante, auch wenn sie iiberall in @ existiert, doch nicht tiberall 


auf der Oberfliiche von W. Dieses Funktionensystem ist in W und auf seiner Ober- 
, fliche stetig definiert. Wegen des nicht verschwindenden Index miissen seine Funk- 
tionen eine gemeinsame Nullstelle in W haben (1. c. 8, 466, § 33). Also ist jeder Punkt 
von V_, durch (A) Bild mindestens eines Punktes von W. 
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das VergréBerungsverhiltnis der Abbildung zu sein braucht, habe ich 
friiher durch ein Beispiel gezeigt.*) 

Bei einer eineindeutigen stetigen Abbildang eines Gebietes wird ent- 
weder der Umlaufungssinn in jedem Punkte aufrecht erhalten oder ip 
jedem Punkte umgekehrt. Unsere Uberlegungen zeigen nun zugleich, dab 
das Vorseichen der Funktionaldeterminante dort, wo sie nicht verschwin- 
det, fast tiberall angibt, ob die Abbildung den Umlaufungssinn erhiilt oder 
umkebrt. Denn bekanntlich kann man dies bei einer affinen Transfor- 
mation aus dem Vorzeichen der Determinante entnehmen, und mit affinen 
Transformationen haben wir fast fiberall unsere Abbildung vergleichen 
kénnen. 

Satz IV. Die Kunktionaldeterminante einer eineindeutigen Abbildung, 
die im iibrigen dice Vorausselzungen von Sate LII erfiillt, nimmt auf dem 
mafgleichen Kern von G, in dem f{ und g beide total differenzierbar sind, 
entweder nicht das negative oder nicht das positive Zeichen an, ersteres, 
wenn die Abbildung den lU'mlaufungssinn aufrechterhilt, letzteres, wenn sie 
ihn umkehrt.**) ' 

7. Im folgenden soll Satz Li noch eine Ergiinzung erfahren. Wir 
stellen zuniichst noch zwei Eigenschaften einer solechen Abbildung fest, 
welche durch die der Lipschitzschen Bedingung (5) und somit auch (4 
gentigenden Funktionen « = f(a, y), v = g(x, y) vermittelt sind. Voraus- 
gesetzt wird also 


lflat+hyt+h flay V gia +h, y th g(a, y 
Vie +k =<, Vh? 4-1 
und folglich auch 
(42) Viflath, y+h —fix, wy)? + (gath, y+h —gia,y)*< MV2Vje+k 
Dann gilt der 
Hilfssatz 1: /st W eine heliebige Menge in G, so gilt fiir das Bild 


W* in U 
mwW* < 2M?nm W, 


wo m das duBere Mag bezeichnen soll. 
Man kann nimlich W mit abzihlbar vielen Kreisen A restlos so 


tiberdecken, daB 
>m K<mwW-+e 


*) Eineindeutige Abbildungen und MeBbarkeit, Géttinger Diss. 1917, 8. 107f. 
(auch Monatshefte f. Math. u. Phys., Bd. 27, 1916, 8. 288 f.) Im Folgenden zitiert als 
Dissertation. 

**) Fir mebr als zwei Dimensionen wire hier statt des Umlaufungssinns eine 
allgemeiner definierte ,.Indikatrix“ 2u nehmen 
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fir beliebiges « > © ist.*) Wegen (42) liegt aber das Bild K* eines 
Kreises K mit dem Radius 9 ganz in einem Kreise mit dem Radius 
M’ V2e, so dab 
mKk* ee M?* mK 
und damit 
> m K*® < 2M"? (mm W -+- s) 


ist. Da aber W* von den K* ganz iiberdeckt wird, so. folgt weiter 
mW* < 2M"(ii W + €) 


und wegen der Willkiirlichkeit von ¢ die zu beweisende Ungleichung. 
Speziell wird also eine Nullmenge stets auf eine Nullmenge abge- 
bildet. Die MeBbarkeit von W zieht tibrigens die von W* nach sich, 
denn eine meBbare Menge ist stets darstellbar als Vereinigungsmenge ab- 
zihlbar vieler abgeschlossener Mengen und einer Nullmenge, von denen 
die abgeschlossenen Mengen wegen der Stetigkeit der Abbildung wieder 
auf abgeschlossene, also meBbare Mengen, die Nullmenge aber auf eine 
Nallmenge abgebildet wird, deren Vereinigungsmenge wieder meSbar ist. 
Hilfssatz 2: Wird unter der Voraussetzung (42) eine meBbare Menge 
W von positivem Map auf eine Nullmenge W* abgebildet, so ist fast iiberall 


in W die Funktionaldeterminant “af . gleich Null:**) 

In W gibt es nimlich einen mabgleichen Kern W,, in dem erstens 
die Dichte von W gleich 1 ist und in dem zweitens der absolute Betrag 
der Funktionaldeterminante das Vergréferungsverhiiltnis darstellt. Es sei 
P, ein Punkt W,. Dann gibt es nach der Definition der Dichte zu 
é > ein Quadrat Q, mit dem Mittelpunkt P,, so dab 


m(Q,. W) 
. l é 
mt), 


ist.***) Nun ist das Bild von 4%W eine Nullmenge, die in der Null- 


menge W* enthalten ist. Ferner ist 
m(Qo— YW) < em Yo; 
das Bild von (Q, — YW) hat daher nach Hilfssatz.1 ein MaB, das kleiner als 
2M" em, 


*) Diss. 8. 9, Sate Il 
**) Herr Ch. J. de la Vallée Poussin hat den entsprechenden Satz fiir eine Variable 
bewiesen und seine Wichtigkeit hervorgehoben, Transactions of the American Mathe- 
matical Society 16, 1915, 8. 467, Corollaire. 
**) Obgleich wir im § 2 die Dichte in einem Punkte P, mit Hilfe von Kreisen 
um P, definiert haben, kénnen wir hier Quadrate zu dem gleichen Zweck benutzen, 
da der in Anmerkung *), 8. 344 zitierte Satz ftir die verallgemeinerte Derivierte gilt. 
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ist. Insgesamt hat also die Menge Y,*, die Bild des Quadrates Q, ist, ein 
MaB von ‘weniger als 2M"emQ,. Also 
m,* 
mt, 


2M"? ¢ 


woraus fiir das VergréBerungsverhiltnis in P, wegen der Willkiirlichkeit 
> 
von é A(P,) 0 
folgt. Dann muB aber wegen der Bestimmung von W, auch 
Dif, 9\ _ 4 
D(a, ¥) 


in P, und daher ebenso in ganz W, sein, womit der Hilfssatz be- 
wiesen ist. 


8. Es seien nun f(z, y) und g(z, y) im Gebiete G der xy-Ebene, 
a(&,), y{, 4) im Gebiete [ der § y-Ebene definiert. Das durch « = x(&, »), 
y = y(& 7) von T entworfene Bild G, liege ganz in G. Die vier Funktionen 
mégen ferner beschriinkte partielle Derivierte haben. Dann sind 2(&, ») 
und y(&, 4) auBer in einer Nullmenge Z’ in Ff partiell differenzierbar. Das 
Bild Z’ von Z ist nach Hilfssatz 1 eine Nullmenge in G,. Waren 2(§, 7) 
und y(&, 7) tiberall in [ partiell differenzierbar, so wiirden (33) und die fir 
g(x, y) analogen Formeln von § 5 in G, bis auf diejenige Nullmenge Z” 
gelten, in der f und g nicht beide total differenzierbar sind. Unter der 
jetzigen Voraussetzung sind daher (33) und die analogen Formeln in G, 
giiltig auBer in der Nullmenge Z” + Z’= Z, in G,. Die Menge der (E, y) 
in F, in der (33) und die analogen nicht gelten, heibe Z,. Dann ist Z, 
das durch x = x(&, 9), y= y(&, 7) von Z, entworfene Bild. 

Z, ist meBbar, denn die in (33) auftretenden Funktionen sind simt- 
lich meSbar in der §y-Ebene. Die Funktionen /(x(&, 4), y(&, 4)) und 
g(x, »), yg, 4) sind nimlich als stetige Funktionen stetiger Funktionen 
in (§, 4) stetig, ihre partiellen Derivierten also meBbar. Das Gleiche gilt 
von den Derivierten von 2(§, 7) und y(&, 7). Da® die zunachst nur in 
der zy-Ebene meBbaren Derivierten von f(x, y) und g(z, y) nach z und 
y auch als Funktionen von £, 7 meBbar sind, sieht man folgendermaBen 
ein. Es ist fag, +h, wg, ») —1@E, , vg » 

h 

fiir jedes h >O im &, 9 stetig. Der Limes superior dieser Funktion fir 
h —» 0, der die obere vordere partielle Derivierte nach 2 von f(x, y) dar- 
stellt als Funktion der &, 4, ist also als Funktion der zweiten Baireschen 
Klasse in der &y-Ebene meBbar. Das Gleiche gilt von den andern Deri- 
vierten von f und g. Auf der rechten und linken Seite von (33) und den 
analogen Formeln stehen also meBbare Funktionen, die sich nur in einer 
meBbaren Menge Z, unterscheiden kéinnen. 
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Ist nun Z, selbst eine Nullmenge, so gilt die Multiplikationsformel 
(34) in einem maBgleichen Kern von f. Ist mZ,> 0, so wollen wir 
zeigen, daB dennoch (34) fast tiberall in [ gilt. 

Zunichst sieht man, dab auch f(x(&, 7), y(&, m)) und g(x é, 9), y(&, n)) 
in (&, 4) die Lipschitzsche Bedingung erfiillen. Denn z. B. 


f(t, , 0). ylE,, p) — Fg, , mn, yw, m)) 
§ — & 
(a )— fae. Ye No, — «.)* + —¥,.)? ~ 
if) — Mf) | | Se coe. ye, 


. 24 : &—& 
V (2%, — 2)" + Y, — Ye) t 92 


was aus (3) und (4) und den entsprechenden Lipschitzschen Ungleichun- 
gen fiir x(&, 4) und y(&, 7) folgt; zur Abkiirzung ist dabei 2, = x(&,, ) 
usw. geschrieben. 

Da nun Z, auf die Nullmenge Z, abgebildet wird, so ist nach 
Hilfssatz 2 fast tiberall in Z, 


Dia. y 


UV. 
Dé, 


Da ferner das durch u = f(z, y), v = g(2, y) von Z, entworfene Bild Z,* 
nach Hilfssatz 1 ebenfalls eine Nullmenge sein muB, so geht Z, auch 
durch u = f(x(&, 4), y(&, )), v = g(x, »), y(&, m)) in eine Nulimenge iber, 
und fast iiberall in Z, ist daher nach Hilfssatz 2 

Dif, g 

D(§, 7) 





so daB also in Z, fast iiberall beide Seiten von (34). verschwinden und 
die Gleichung somit gewiB erfiillt ist, 
Damit haben wir’ den 
Satz V: Sind f(x, y) und g(a, y) cwei in einem Gebiele G der ay- 
Ebene und x(&, 4), y(&, 4) zwei in einem Gebiete [ der &n-Ebene defi- 
nierte Funktionen, deren particlle Derivierte beschriinkt sind (die Funktionen 
geniigen mit andern Worten der Lipschitzschen Bedingung), wobei ferner die 
Funktionswerte von x(&, 4) und y(&, 4) in das Gebiet G hineinfallen, so 
gilt fast iiberall in ¥ die Multiplikationsformel der Funktionaldeterminanten 
Dif. g Dif, g) Dia, y) 
Dg, 1 D(a, y) Dé, n)’ 


i 


wobei den Funktionaldeterminanten dort, wo sie étwa nicht existieren, ein 
beliebiger Wert beigelegt sein mag.*) 


*), Das folgende, mit dem im § 3 gegebenen verwandte Beispiel zeigt iibrigens, 
da8 die Multiplikationsformel wirklich nur fast iiberall. gilt: 
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Ill. Die Transformation der Doppelintegrale. 
9. Es werde endlich durch die Funktionen 
u=@p(z,y), v= ¥(z, 9) 

das beschriinkte Gebiet G eineindeutig und stetig auf das Gebiet U der 
u, v-Ebene abgebildet, wobei tiber die nach (1) und (2) definierten Funk- 
tionen L(x, y) und L(x, y) wieder vorausgesetzt sei, daB sie endlich 
und summierbar in G seien. Dann ist nach Satz III fast fiberall in G 
D(q, ») 
D(a, y) 

Die Abbildung ist ferner meBbar, d. h. sie fiihrt jede meBbare Teil- 
menge von G in eine meBbare Teilmenge von U iiber. Denn bilden wir: 


w 


das VergréBerungsverhiiltnis gleich 


V(m(a+h,y +h) — pla, y))* + (wlia+h, y+-b —v(a, y))* 
Vh?+ ke 
0< h* |. h- < oe 


w(x, y; @) = obere Grenze 


und L(a, y) = lim w(a, y; @), 
o> 


so ist fiir die MeBharkeit der Abbildung hinreichend, daB L(x, y) in G 
endlich ist.*) Nun ist aber 


p(x +h, y +k) — g(a, w(x +h, k) — w(a, y) 
w(x, y; @) < obere Grenze pie th y+ g(x, ¥)| + (@ + y+ (a, y 
4 “ Vii? 4 §? 
»( h,y +k op (2. | 
<obere Grenze * e+' 9 p(x, y) 
7 Vit 1. &* 
(a + hy y + &) — wl, y) 


+ obere Grenze 
Vh* + k? 


_ Wi \FyY3 0)+W,\ 2,43 0); 


also L(a, y) 5 L,(%, y) + Ly, 9); 


folglich L(x, y) endlich.**) Nach einem Satze aus der Transformations- 
theorie der Lebesgueschen Integrale***) ergibt sich dann 


f(z, y)= «9 
x, +s) f@y=o) . , . a=mtity 
fir «*+y*>0 fir 2* + y* = 0, : 
‘ g(x, y)= 0) y=—E+% 


; Nets... 
I = way 
Im Punkte §= 0, 7 = 0 ergibt sich namlich: 

Dif, 9) _- 1 Dif, 9) e Di@,y)_ 
Dé,n) 2°’ Dey ° Dé,n) 

*) Diss. 8. 57, Satz XXI und 8. 59, Satz XXII. 

*) Man erkennt leicht, daB L(x, y)< L(x, y), Ly(x, y)< L(@, y) ist, also die 


Endlichkeit und Summierbarkeit von L(x. y) mit unserer Voraussetzung Aquivalent ist. 
*) Diss. 8. 562, Satz XIX. 





- 
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Satz Vl: Wird das Gebiet G der xy-Ebene ecineindeutig auf das Ge- 
biet U der wv-Ebene abgebildet durch zwei Funktionen u = (a, y), v = (2, y), 
fiir welche die nach (1) und (2) gebildeten Funktionen L(x, y) und L,,(a, y) 
in G endlich und summierbar sind (wofiir hinreicht, dab m und w der 
Lipschiteschen Bedingung geniigen), so ist fiir eine in U definierte endliche 
Funktion F(u, v) 

[/ Fi(u, v)dudv = If Ffu(z, y), v(x, y)) Dig, ¥) dzdy, 

Je Je ' “| D@,y) 

v G 
wobei aus der Existenz des einen Integrals die des andern folgt und der 
Funktionaldeterminante auf der Nullmenge, wo sie etwa nicht existiert, ein 
heliebiger Wert beigelegt ist. 

Nicht ganz so allgemein habe ich diesen Satz schon frither, aller- 
dings auf eine nicht sehr durchsichtige Weise, mit Hilfe der Approxi- 
mation durch Tonellische Polynome bewiesen.*) 

Es soll noch einmal hervorgehoben werden, daf siimtliche Beweise 
und Satze dieser Arbeit sich ohne weiteres auf mehr als zwei Variable 
libertragen lassen. 


Wickersdorf, den 4. Oktober 1918. 


*) Diss. S. 107, Satz XXVIL. 
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Ober eine neve Kigenschaft der Diskriminanten und Resultanten 
binarer Formen. 


Herrn Geheimrat Prof. Dr. F. Kiem 
zu seinem 
fiinfzigjihrigen Doktorjubilium am 12. Dezember 1918 
gewidmet von 


ALEXANDER Osrrowsk! in Gottingen 
5S 


Einleitung. 
Man definiert in der Invariantentheorie gewéhnlich eine Invariante 
I(a) der binaéren Form 


. n male : 
A (é, i = ays" + (") a, 5” in T°: +@q 


als eine Funktion der Koeffizienten a, von A, die sich bis auf einen kon- 
stanten Faktor reproduziert, wenn man die a, durch die Koeffizienten der 
neuen aus A(E,7) durch die allgemeine lineare Substitution 
E=—pl+ py, y= 9gb +74 
entstehenden Form 
A’ (&', 4°) = ag &" + (7) a," ~*y'+--- +a, 9" 
ersetzt. 

Unter einem ganz anderen Gesichtspunkt wird der Invariantenbegriff 
in der durch F. Kleins Erlanger Programm inaugurierten Betrachtungs- 
weise eingefiihrt und behandelt. Dort wird eine Invariante als ein Aus- 
druck definiert, der (bis auf einen Zahlenfaktor) unveraindert bleibt, wenn 
man auf die in ihm vorkommenden Variabeln beliebige Transformationen 
der zugrunde gelegten Gruppe anwendet, einer Gruppe, die in der Regel 
direkt durch gewisse charakteristische Eigenschaften definiert wird, zumeist 
durch die Forderung, gewisse von vornherein vorgegebene Ausdriicke, oder 
Gebilde, oder Klassen von Gebilden in sich tiberzufiihren. Eine derartige 
Definition der Gruppe der Substitutionen der Koeffizienten einer biniiren 
Form, die durch die allgemeinste lineare umkehrbare Substitution der 
Variabeln erzeugt, ,,induziert“, wird, war bis heute noch nicht bekannt. — 
Unserer Forderung wiire Geniige geleistet, wenn man ein System von 
Formen angeben kinnte, welches die in Rede stehende Gruppe der Trans- 
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formationen als die gréBte Gruppe gestattet. Nun lieBe es sich wohl durch 
eingehende Diskussion des Aquivalensproblems zeigén, daB die Gesamtheit 
“aller Invarianten einer biniren Form dieser Forderung geniigt, und da 
man alle Invarianten durch endlich viele unter ihnen rational darstellen 
kann, so laBt sich ein solches System von Formen wirklich angeben. In- 
dessen ist bei Aufstellung dieser Formen die bereits entwickelte Invarianten- 
theorie zu benutzen. Anch ist ihre begriffliche Bedeutung nicht immer 
leicht zu iibersehen. 

Es ist daher von prinzipieller Bedeutung, daB man fiir jedes n > 1 
eine Invariante von A(é, 7) angeben kann, die eine von vornherein fest- 
stehende begriffliche Bedeutung fiir A(§, 7) hat und nur die in der biniren 
Invariantentheorie zugrunde zu legende Gruppe der Transformationen zu- 
liBt. Eine solche Invariante ist, wie wir zeigen werden, die Diskriminante 
A(a,) von A(§, 7).*) 

Ganz analog liegen die Verhiiltnisse bei einem System von 2 binaren 
Formen A(§, 7) und B(é&, 7): 


Be, 4) = b,&™ _ = + b 4”. 


Hier bestimmt die Kesultante P(a,,b,) von A(§&,4) und B(§, 4) die allge- 
meinste in der Theorie der simultanen Invarianten zugrunde zu legende 
Gruppe von Transformationen, da der Satz gilt, daB jedes Paar von Sub- 
stitutionen, dessen Anwendung auf die a, bzw. b, die Resultante P(a,, b,) 
in sich tiberfiihrt, durch eine lineare umkehrbare Substitution der &, 4 in- 
duziert wird, verbunden mit der Multiplikation aller Koeffizienten von 
B(é, ) mit einer beliebigen nicht verschwindenden Konstante. 

Der in 1. gefiihrte Beweis des Satzes itiber die Diskriminante beruht 
wesentlich auf einem Satze von Hilbert**) tiber die Charakterisierang der 
Ausartungen einer biniren Form durch das identische Verschwinden der 
sogenannten Polaren ihrer Diskriminante, dessen einfachen Beweis wir in 
2. nachtragen. Zum Beweis des Satzes tiber die Resultante, der in 4. er- 
bracht wird, ist es notwendig, einen dem Hilbertschen analogen Satz tiber das 
Verschwinden der Polaren der Resultante abzuleiten. Dies geschieht in 3. 

Eine viel schwierigere Diskussion ist nétig, um die allgemeinsten 
linearen Substitutionen aufzustellen, die P(a,,b,) in sich tberfiihren und 


*) Hierin ist als Spezialfall der Satz enthalten, dab alle Gewichtsbestimmungen, 
in bezug auf die die Diskriminante von A(é,7) isobar ist, sich aus den bekannten 
trivialen Gewichtsbestimmungen, die in der elementaren Algebra angegeben werden, 
zusammensetzen lassen. Ahnliches gilt auch fiir die Resultante. Beide Resultate 
lassen sich auch durch direkte Untersuchung der Struktur von Diskriminanten und 
Resultanten binirer Formen beweisen. 

**) D. Hilbert, Uber die Singularitéten der Diskriminantenflache, Math. Ann. XXX 
(1887), S. 437 ff. 

Mathematische Anualen. LX XIX 24 
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in denen a, und b, wichi getrennt zu sein brauchen. Ist m =n, 80 bleibt 
bekannitlich P(a,,),) invariant, wenn man A und B durch 


x A(t, 4) + x B(E, 1), «AE, n) + x BEE, 4) ny +@¢ 


ersetzt. Ist m>wm, so bleibt P(a,,b,) invariant, wenn man A, B durch 
x A(é,n), «BE, y) + T(E, y) ACE, ) ersetzt, wo r+ 0, «+0, T(E.m) 
eine beliebige biniire Form (m — n)*" Grades ist. 

Ist aber m—n=1, so bleibt die Resultante P(a,),), die dann die 
allgemeinste Determinante 2“ Grades ist, unveriindert, wenn man in der 
entsprechenden Matrix Zeilen und Spalten vertauscht. 

Wir zeigen nun, da$ durch die angegebenen Operationen, kombiniert 
mit linearen umkehrbaren Substitutionen von §&, 4 jede lineare Substitu- 
tion der a,, b, erzeugt werden kann, die Pia,,b;) in sich itiberfiihrt (bis 
auf einen von 0 verschiedenee Faktor). Zum Beweis dieses Satzes miissen 
vor allem die Sitze iiber das Verschwinden der Polaren der Resultante 
vertieft werden (Nr. 5). Der-Fall m>x»>1 wird dann. in 7. erledigt, 
wobei der merkwiirdige Hilfssatz der Nr. 6 wesentliche Dienste leistet. 
Die Untersuchung des Falles m > n=1 erfordert eine mehr direkte Dis- 
kussion (der Fall m >n—1 in &., der Fall m=» —=1 in 9). Die ‘im 
Fall m = n= 1 angewandte Methode lait sich auch, wie in Nr. 9 ange 
deutet wird, zur Ableitung der bekannten Formelw fiir die allgemeinsten 
Substitutionen, die die allgemeine Determinante, bzw. die allgemeine sym 
metrische Determinante invariant lat, anwenden 

Alle diese Entwicklungen beschiftigen sich zuniichst nur mit linearen 
Substitutionen von nicht verschwindender Determinante. In 10. wird nun 
gezeigt, dab weder A(a,), noch P(a,,%;) lineare Substitutionen in sich 
mit verschwindender Determinante besitzen, indem bewiesen wird, dab 
A(a,) and P(a,, b,) sich aicht in Fermen mit kleineren Variabelnzablen 
linear transformieren lassen. 

Unsere Siitze iiber A(a;) fiir »=2, und tiber P(a,,b,) fir m=n—1 
ergeben die allgemeinsten Kollineationen, dis einen nicht ausgearteten 
Kegelschnitt, bzw. eine nicht ausgeartete Fliiche 2”° Grades in sich tther- 
fihren. Die entsprechenden Formelsysteme sind lingst bekannt.*) Fir 
n =3 und » = 4 hangt unser Satz fiber die Diskriminante enge zusammen 
mit gewissen Resultaten, die in gewissen Untersuchungen von §. Lie 
und G. Fano*™*) iiber kontinuierliche Gruppen enthalten sind. Lie bestimmt 
alle Formen in vier Verinderlichen, die kontinuierliche Transformatienen 


*) Man vgl. hierzu die Literaturangaben bei Fricke-Klein, Vorlesungen iiber atto- 
morphe Funktionen, Leipzig (1897), Bd. 1, 8. 12-15, 44—49. 

**) 8. Lie, Theorie der Transformationsgruppen, I/1,8.190—196. G. Fano, Torino Mem. 
2) 46, Roma Lincei- Rend (5) 4, 1. Sem. p. 149. (Vgl. auch Enz. d. M. V. II] AB 48 Nr.8) 
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in sich zulassen und kommt dabei auch auf die Diskriminante einer kubi- 
schen Form. @. Fano untersucht kontinuierliche Gruppen, welche die In- 
varianten einer hiquadratischen Form im sich itiberfiihren. Unser Satz 
leistet aber insofern mehr als diese Untersuchungen, die sich aller Hilts- 
mittel der Lieschen Theorie bedienen, als er behauptet, daB die durch die 
biniiren Substitutionen induzierten Substitutionen die ganze Gruppe bilden, 
die die betreffenden Formen in sich jiberfithrt, und nicht nur die griBte 
kontinuierliche Untergruppe dieser Gruppe. Denn die gréBte Gruppe, die 
eine Form in sich tiberfiihrt, ist im allgemeinen eine sogenannte gemischte 
Gruppe, die eine kontinuierliche Untergruppe vom endlichen Index be- 
sitzt. (Diese Untergruppe kann sich natiirlich auch auf die identische Sub- 
stitution reduzieren. — Uber die Form muB man hierbei voraussetzen, 
daB sie sich nicht linear auf eine Form mit kleinerer Variabelnzah] trans- 
formieren lat, Sonst gestalten sich die Verhiiltnisse etwas komplizierter.) 
Eine solche gemischte Gruppe tritt z. B. bei der Resultante zweier binirer 
Linearformen auf. 
1. Diskriminante. Es sei 


(1) A(é, 4) = a,&" + (") a,§"~'y+---+ 4,9" 
eine binare Form n** Ordnung, A(a,) ihre Diskriminante. Ubt man auf 
£, » die lineare Substitution 
E=—pl+ py, y= qi +747, 
so lassen sich die Koeffizienten a,. der dadurch aus A(é, 1) entstehenden 


neuen Form A’(é’, 7’), wie eine einfache Rechnung ergibt*), in der folgen- 
den Form darstellen: 


~ 


' / ‘ in — 4)! Sis o \' 
at, = A(p,q),..., a = = (p dp + 2 da) A(p, q),---- 
Die Koeffizienten a; erfahren also eine lineare Substitutigqn S: 
9 ‘= . ie (m — 2)! 0 i a 4 n—k pk 
(2) a; p "Satta, wo 5, = (m —k)!k! (p ap Tq 5a)? q 


ist. Setzt man in A(a,) fiir die a, die Ausdriicke a; ein, so ergibt sich 
wegen der Invarianteneigenschaft der Diskriminante 
A(a;) = (pg — qpy"*~ "A(a,): 
Es sei num umgekehrt S: 


‘ » 
a; = » 8,0, 
k 


ee umkehrbare lineare Substitution von der Eigenschaft, dap, wenn man in 
L\(a;) die a, durch die Ausdriicke a ersetst, das Resultat A(a;) sich von 


*) Vgl. z. B. Fad di Bruno, Theorie der biniren Formen, Leipzig (1887), 8. 105 
24° 
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A(a,) nur wm einen von den a, unabhiingigen von 0 verschiedenen Faktor 
unterscheidet. Dann kann, behaupten wir, die Substitution S durch eine 
lineare Substitution der Variabeln &, » erzeugt werden. Mit anderen Worten, 
es gibt solche vier Zahlen p, q, P, 7, dap die Koeffizienten s,, von S sich 
aus ihnen durch die Formeln (2) ableiten lassen. 

Wir beweisen zuniichst den folgenden Hilfssatz: Es besitze eine 
umkehrbare lineare Substitution der Koeffizienten von A(§, 1) 
(3) a, — > 54%, 

é 

die Ejigenschaft, dap durch sie jeder Form A(&,%), die eine vollsidindige n* 
Potenz ist, eine Form mit Koeffizienten a’ zugeordnet wird, die ebenfalls eine 
volistiindige n* Potenz ist. Dann kann die Substitution (3) durch eine lineare 
Substitution der Variabeln &, 4 von A(§,) erzeugt werden. 

Denn setzen wir fiir A(§, 7) einfach (ug + vy)", so daB a, zu u*~‘r’ 
wird, so entstehen aus den Ausdriicken a, die Formen n“® Grades in u, v 


( ’ . > n— kak 
§,(U, 0) = 8,4 v. 
k 


Nach der Annahme miissen fiir jedes Wertsystem der u, » Beziehungen be- 
stehen 


(4) s,(u,v) 5,(u,v)—s; , ,(u#,0) S9(u,v); 5, _ (u,v)s,_,(uv)—s,_,_ , (4,0) 5, (u,v) 
(5) (8, (u, v))” = (8, (u,v))"—* (s.(u, v))’. (¢ = 0,1,...,9) 
Diese Beziehungen bestehen daher zwischen den Polynomen s,(u, v) iden- 
tisch in den Variabeln u,v. Aus (5) folgt zuerst, daB wenigstens eines 
von den Polynomen s,(u,v), s,(u,v) nicht identisch verschwindet, falls 
nicht alle s,(u,v) identisch verschwinden. Und das letzte ist unméglich, 
da sonst alle s,, = 0 wiren. 

Es sei etwa s,(u,v) von © verschieden. Dann besteht fiir die Form 


A’ (&', 7°) = > 5,(uy)e*-*7 
die Darstellung: A’(&’, y') = s,(u, v) (& + *t 2 2 ni’) ; 
“0 ] / 
wie sich aus den Beziehungen (4) sofort ergibt. Es sei nun 


, 8, (%,0) ,- , 
go 4 1 9 = d(u, v) U(u, v, &, 7’), 


8, (4, v) 


wo l(u, v, §', 4°) eine ganze rationale irreduzible Funktion ihrer Argumente, 


d(u,v) aber rational in u,v ist. Dann ergibt sich aus den bekannten Teil- 
barkeitseigenschaften von Polynomen, daB in der Gleichung 


A’ (&', 1’) = 85(u, v) d*(u, v) I" (u, v, &, 7’) 





(é 


— 


= 


ite, 


eil- 
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8) (u,v) d"(u,v) ein Polynom in wu, v ist. Da A‘(é, 4’) homogen vom n”™ 
Grade in u, v ist, so sind nur zwei Fille méglich: 

1. U(u, v, §', 4’) hiingt von u,v gar nicht ab, und das Polynom s,(u, v) 
@* (u,v) ist homogen vom xn" Grad in u, v. Dann unterscheiden sich die 
einzelnen Polynome s,(u,v) nur durch konstante Faktoren voneinander 
und die Matrix (s,,) wire vom Range 1 oder ©, was der Annahme wider- 
spricht. Dieser Fall ist daher unmdéglich. 

2. L(u, v, §', 4) ist homogen linear in den u,v, daher ist s,(u, v) d*(u, v) 
eine Konstante, die wir gleich 1 annehmen kénnen, indem wir / mit der 
n* Wurzel aus ihr multiplizieren. Es sei dann 

L(u, v, &', 4’) = pub’ + qvé'+ pur’ + qe’. 
Es folgt dann aus 
A’ (&, 4’) = (pu + qv) & + (put Gv7')" 
6:(%, 0) = (pu + gv) “(Du + goy— OT (BS +0 Gq) (wut any 


Um hieraus den Ausdruck von a, durch a, zu erhalten, brauchen wir nur 
allgemein u"~‘v* durch a, zu ersetzen. Dann entsteht aber aus (pu + qv)" 
wieder A(p,q). Daher erhalten wir endlich 
=) a @) f )\@ 
a;= > $4, = n —9 (p ap + G aq) A(p, q), 
womit unsere Behauptung bewiesen ist.*) 
Wir betrachten nun zugleich mit A(&, 7) eine zweite Form n“* Ordnung 


X(E, 9) = % 5" + (‘) a, 8"~ "y+ +a" 
mit unbestimmten Koeffizienten z,. Es sei 4 ein Parameter. Betrachten 
wir nun die Diskriminante A(a,+ 4z,) der Form 
A(é, ) + 4X(&, n) 


und entwickeln wir diese Diskriminante nach Potenzen von A, so kommt 


(6) A(a, + Ax,) = A(a,) + 44, (a, 2) + x 


2! 4, (4,3 2) +--- 


. 
Der Koeffizient 4, von _ in dieser Entwicklung entsteht aus A(a,) 
durch k-fache Anwendung des Differentiationsprozesses 


* Es ist andererseits klar, daB unsere Methode auch alle biniren Substitutionen 
liefert, durch die (8) induziert werden kann. Daraus folgt nach den bekannten 
Satzen iiber die eindeutige Zerlegung von Polynomen: 

1. Jede Substitution (3) wird genau dureh n bindre Substitutionen induziert, die 
aus einander durch Multiplikation mit nen Einheitswurzeln hervorgehen. 

2. Sind die Koeffizienten der Substitutionen (8) ganze rationale Zahlen mit dem 
grépten gemeinsamen. Teiler 1, so kann (3) durch eine bindre Substitution induziert 
werden, deren Koeffizienten auch ganze rationale Zahlen sind, wenn man fiir gerade n 
unter Umstiinden suvor alle Koeffizienten 8;, in (3) mit — 1 multipliziert. 
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2 *, 0a. 
und HeiBt bekanntlich die k* Polaré von A(a,). Uben wir zugleich auf 
a, uid 2, die Substitution S aus, so bleibt offenbar A(a, + 42,) bis auf 
einen Zablenfaktor unverindert. Daher gilt dasselbe auch fiir alle Koeffi- 
zienten der einzelnen Potenzen von i in (6). Wir séhen also, daB zu- 
gleich mit A auch jede Polare von A gegeniiber S invariant ist. 

Nun gilt der folgende Satz von Hilbert: Eine notwendige und hin- 
reichende Bedingung dafiir, dap A(&,) fiir_bestimmte Werte threr Koeffi- 
sienten eine vollstiindige n* Potenz wird, ist, dap fiir diese Werte der 
Koeffizienten von A(E,%) sowohl die Diskriminante A(a,), als auch ihre 
n — 2 ersten Polaren identisch in den Unbestimmten x, verschwinden.*) 

Wir kénnen daher sofort folgern, daB durch S jeder vollstiindigen n™ 
Potenz wieder eine volistiindige * Potenz zugeordnet wird. Denn nach 
dem Obigen gilt fiir jede k* Polare von A(a,) 


4, (a/; 2 ') = cA, (a; 2:;) c+ 0 


te a 


identisch in a, und «,, wo «, = »'s,,, ist. Ist nun fiir ein Wertsystem 
: 


der a, 4,(a,; x,) = 0 fiir jedes Wertsystem der «,, so gilt fiir das durch § 
gzageordnete Wertsystem a, 
A,(a;; 2;) = 9 


fiir jedes Wertsystem der 2;, welches vermége S einem Wertsystem 4, 
zugeordnet werden kann, d. h., wégen der vorausgesttzten Umkehrbarkeit 
von S, fiir jedes Wertsystem der z;, also identisch in z{. Verschwindet 
also fir A(E,7) A mit ihren » —2 ersten Polaren identisch, so gilt das- 
selbe fiir A’(é’, x’), und A’(é’, 7) ist zugleich mit A(E, 4) eine vollstiandige 
n® Potenz. Daher kénnen wir auf S den oben bewiesenen Hilfssatz an- 
wenden, und damit ist der Beweis unseres Satzes erbracht.**) 


2. Beweis des Hilbertschen Satzes. Wir wollen noch den einfachen 
Beweis des oben benutzten Hilbertschen Satzes nach der Lilbertschen 
Methodé angeben, da wir analoge Siitze fiir die Resultante abzuleiten 
haben werden. 


*) D. Hilbert, Ober die Singularitaten der Diskriminantenfliiche, Math. Ann. XXX 
(1887), S. 487 ff. Der zitierte Satz ist als Spezialfall im’ aligemeinen Satz iiber den Zu- 
sammenhang der Ausartungen einer biniiren Form mit dem Verhalten der Polaren ihrer 
Diskriminante enthalten, den Hilbert in dieser Abhandlung aufstellt und beweist. 

*) Es modge hier noch erwihnt werden, daB eine ganz analoge Charakterisierung 
der induziertén' Substitutionen (2) auch mit Hilfe des aus den Koeffizienten der Hesse- 
schen Kovatiante von (1) gebildeten Moduls miglich ist; im Falle » = 2 kommt man 
so wieder zur Diskriminante der biniiren quadratischen Form. 
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Es sei ay + © und a,,...,a, seien beliebige Zahlen. Es sei 


[oF oes 
X(f) = X(é,1) = Ze+--- +24 aoe [ty > 9,... 


~- 


a 


gesetzt. Wir entwickeln die » Wurzeln der Gleichung 
A(t) +A4X(f) = 0 


nach im allgemeinen gebrochenen Potenzen von 4. Um die Reihenent- 


wicklungen derjenigen u, Wurzeln dieser Gleiehung zu erhalten, die fiir 
1 
A= 0 gu ¢t, werden, setzen wir ¢ = ?¢, + ¢2":. Dann kommt nach Division 


lurch A: 
aah? LG Eon. be +> te Ride +> oe. 


Fir 4 — 0 erhalten wir hieraus fiir ¢ die Werte 


i 7 a ; t,)* ) 


iy 


Daher sind die ersten Glieder der Kntwicklungen der gesuchten «, Wurzeln 


‘ ) i +é = <a. a | AMe+---, t=Q,1,...,4,—1 
wo « eine yw,” Kinheitswurzel ist.*) Und ahnliche Entwicklungen ent- 
sprechen jeder Wurzel ¢, von A(¢). Driicken wir nun die Diskriminante 
von A(t) + 4 X(é) oder, was dasselbe ist, von A(E, 4) + 4X(&, 4) durch 
das Differenzenprodukt der Wurzeln aus (wobei noch mit der (2% — 2) 
Potenz von a, + 4%, zu multiplizieren ist), so entsteht eine Reihe, deren 
niedrigstes Glied bis auf von O verschiedene unwesentliche Zahlenfaktoren 
gleich ist: 


(8 Xe -"(6,) Xve—4(6,) 2° Ke (6) avn! 


Andrerseits ist nach (6) 


52 


' _ a 

A(a, + 24%,) = A(a;) + 14,(4,, 2) + ry] (4,3 2%) +--- 
Daher verschwinden A, A,,...4,_,_, identisch in 2, wihrend 4, _, von 
} versehieden bleibt. /& ist aber dann und nur dann gleich 1, wenn 
A(E,) eine vollstiindige n* Potenz ist, womit der Hilbertsche Satz be 
wiesen ist. Von der Annahme 2, --( kénnen wir uns leicht befreien, 


) DaB man auf diese Weise in der Tat zu den ersten Gliedern der Reihen- 
entwicklungen gelangt, folgt aus den bekannten Methoden der Reihenentwicklung 
algebraischer Funktionen. Man vgl. z. B. Hensel-Landsberg, Theorie der algebraischen 
Funktionen einer Variabei, (Leipzig 1902), 4. und 5 Vorlesung. 
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indem wir eine lineare Substitution der Variabeln £, 7 anwenden, und ihre 
Koeffizienten so wihlen, daB bei der transformierten Form A(E, y) der 
erste Koeffizient von 0 verschieden wird. Denn bei einer solchen Substi- 
tution bleiben die Mehrfachheiten der Wurzeln der Form unverindert, 
und die Diskriminante und ihre Polaren bleiben bis auf von 0 verschie 
dene Zahlenfaktoren invariant. — Fir identisch verschwindende Formen 
gilt der Satz selbstverstiindlich auch. 


Schreiben wir anstatt (6) allgemeiner 


A(ua, + A2,) = w?*- *A(a,) + al “A, (a,; x,)4 . * Bs (a3 z) +: 
j2-? 
Y @n—2)! A(x), 
so sehen wir, daB jede Polare A,(a,;%,) auch bis auf einen Zahlenfaktor 
als die (2n — 2 —k)* Polare A,, ._,(x,;4,) von A(z,) aufgefaBt werden 
kann, die durch wiederholte Anwendung des Polaren-Prozesses a, 5 +-:: 


+ a, oP entsteht. Ist allgemein k > 1, 1>0, k < 2n— 2, so gelten die 


>» 


Formeln (wobei unter A,(a,;7,) und A,(z,;4,), resp. A(a,), A(x,) zu ver- 
stehen sind): 
4,(4,; %)) = cO,,,»_(%3 4) = € (2 oe a Ala; z;) 


‘a a) 


be . a Cr a} k—i 
O(a; ume" By, »_ (2,54) = ¢ ( ‘ vw: °° se ) 4,(4,; 2) 


a, 
° On, "Ox 


wo ¢, c’, e”, c” von O verschiedene Zahlen sind. Ist daher fiir ein bestimmtes 
Wertsystem der a, A,(a,;z,) identisch in den x, gleich 0, so gilt dasselbe 
auch fir A,(a,;2;) (0<1<k). Wir kénnen daher den Hilbertschen Satz 
auch so formulieren, daB die notwendige und hinreichende Bedingung fir 
die Darstellbarkeit von A(£, 7) als vollstiindige n* Potenz das identische 
Verschwinden der (mw — 2)*" Polare der Diskriminante von A(E, 7) ist. 
Beriicksichtigen wir aber, daB nach der Formel (8) ffir die nicht iden- 
tisch verschwindende Form A(é,n) die (mn — k)* Polare A, _,(a,; x,) ihrer Dis- 
krimimante sicher nicht identisch in x, verschwinden kann, so folgt aus 
(len obigen Bemerkungen, dab, wenn fiir eine Form A(&, y) fiir ein k>n—1 
die k* Polare ihrer Diskriminante verschwindet identisch in x,, alle Koeffi- 
sienten a, von A(E,) gleich 0 sind. 


3. Das Verschwinden der Polaren der Resultante. Es seien 
A(E, 1) = ab" + (7) a8 "9+ -- + an 


BE, 4) = 6,8" + (7), gen + by 
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(9) 


P(a, + Ax 


i? b, 


wo allgemein 


gleich 0 sein. 
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zwei binére Formen n*" bzw. m™ Grades (m > xn), P(a,,b,) ihre Resul- 
tante. Um in bezug auf P ahnliche Untersuchungen durchzufihren, wie 
in bezug auf die Diskriminante einer biniren Form, miissen wir wiederam 
die Bedeutung des Verschwindens der Polaren von P untersuchen. Es 


X(E, 4) = Zé" + (; ) e889 


Y(E, 4) = ys" + (*) yb"-*y +> 


zwei Formen mit unbestimmten Koeffizienten. 
sultante der Formen A+ 4X, B+ wY nach Potenzen von 4, p; 


P(a, + Ax,, b;+uy,) = tyr (Gy Ogs 2; Y,)- 


= iy 


Hier ist jedes Polynom P, ,(a,, ,; 2,, y,) eine ,,gemischte Polare“ von P von 
den Ordnungen k, r und entsteht aus P durch wiederholte Anwendung 


der Polarenprozesse 


Setzt man in (9) 2 = 4, so exhalk man die Entwicklung 


+ Ady,) = P(a,,b;) + ATT, (a,, 5,5 x, y,) + zs TT, (a,, 6,3 %,y;) +> 


(10) TT,(a,, b,; 2,, y,) = P, (4%, 6 3 iy Yi) + +6 $i 


aus P(a,,b,) durch /-fache alii des Prozesses 
é ., 
"+ #90, + Mae, t 


hervorgeht. Dabei soll in (10) P, ,(a,, 5,; z,, y,), wenn r>m oder s >» ist, 
Da die einzelnen Bestandteile von TT, in (10) von verschie- 
denen Graden in bezug auf die Reihen von Unbestimmten 2, y, sind, so 
folgt aus dem identischen Verschwinden von TT, fiir ein gewisses Wert- 
system der a,, >, daB fiir diese Werte auch P,,(a,,0,; 2, y,) und 
Pox(@;, 0,3 %,, y,) identisch verschwinden. — Die Ausdriicke TT, werden wir 
als ,simultane* Polaren von P(a,, 6,;) bezeichnen. 


Setzen wir nun in (9) w= 0, so erhalten wir die Entwicklung 


(11) P(a,+ Az, »b;) = P(a,, 6, + AP, 9(4;, by; a) + x 
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Es sei b+ 0 und 

( + ty’ iii 2 t, 

vy, >0,---.¥,>0 

w+ m+ +H =I 

Ks seien etwa #,',...¢, die gemeinsamen Wurzeln von B(i) und A(#) 
A(t, 1), N=»; +», +---+¥, ihre Gesamtmehrfachheit in B(t). Be 

rechnen wir P(a,-+ Az,, b,) nach der Formel 


Bit) = Bit, 1 po by (t - ty shia i Ye 


P(a;+ Az,, b) = (— 1)"™b" P(A, t) + A X(t, b), 
i=1 


so ergibt sich ein nach Potenzen von 2 zu ordnender Ausdruck, dessen 
niedrigstes Glied von einem unwesentlichen von 0 verschiedenen Zahlen- 
faktor abgesehen gleich ist: 


(12) X"1(¢,', 1)... X(t’, 1a’. 
Wir erhalten daher durch Vergleich mit der Entwicklung (11) 
(13) P(a,,b,) = (), P, 9(@;, 5,3 x ) ee) 


53 ’ » Py sgl 85 = 9, 
wihrend P. (a,,b,;2,) sicher nicht identisch in 2, 


y,0(% . verschwinden kann 
Ist B(E, 4) eine vollstiindige m'® Potenz einer Linearform der &, y, die 
auch ein Teiler von A(§,7) ist, so ist N=—m, und die m* Polare 
P...0(@,, 5; %,) wird zur m*" Potenz einer nicht identisch verschwindenden 
Linearform in z;. Bedenken wir, dab in der Entwicklung (11) aus den- 
selben Griinden, wie oben bei der Diskriminante, jede Polare auch als Po- 
lare von P(z,,b,) (bis auf einen Zahlenkoeffizienten) aufgefabt werden 
kann und daher aus jeder der folgenden Polaren durch wiederholte An- 
wendung des Polarenprozesses 


0 c 
ae °°? +6 
Oz, " 62, 


und Multiplikation mit einer von U verschiedenen Zahl erhalten werden 
kann, so folgt, daB die Bedingungen (13) durch eine einzige ersetzt 
werden kénnen: 

Pg Gis D5 2%) = 0 


Ganz analoge Resultate gelten, wenn wir die Formen A(é,7) und 
B(E, 4) vertauschen, und daher kénnen wir das Regultat formulieren: 
Damit A(é, 1) und B(é, 4) bis auf von 0 verschiedene Zahlenfakioren voll- 
sliindige Potenzen eines und desselben Lineaurfaktors werden, ist notwendig 
und hinreichend, daf die beiden Polaren P.,, - , 9(@,, b;; 2) wnd Py ,_ (aj, b,5 4) 
identisch in x, bew. y, verschwinden, wiihrend P., .(a,, b,; x) sur m*™ Potens 
einer Linearform in x, und P, | (a,,b,; y,) zur n® Potenz einer Linearform 
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in y, werden. Unid dieser Satz gilt fiir jedes Paar nicht identisch ver- 
schwindender bindrer Fornien; wie man ganz anilog wie oben im Fall 
der Diskriminante mit Hilfe einer geeigneten linearen Transformation der 
Variabeln & 7 zeigt. 


4. Resultante. Wir gehen nun dazu fiber, das allgemeinste Paar von 
linearen Substitutionen 


k=n k=m © 
(14) (S)'a/ = S's,,0, (i= 0,...,); (R)b) =3r,,b, (6 = 0, ..., m) 
k=0 k=1 


zu bestimmen, welches P(@,v,) in sich tberfiihrt (bis auf einen Zahlen- 
faktor). Die Lésung dieses Problems ist im folgenden Satz enthalten: 

Besitzt ein System (14) von n+ m-+-2 linearen Funktionen a,, b, von 
a,, baw. b, die Eigenschaft, daf P(a;, b,) von einem von O verschiedenen 
Zahlenfaktor abgesehen, gleich P(a,, b,) ist, so entsteht das entsprechende 
Paar von linearen Substitutionen S, R, indem man auf &, y% eine geeignete 
lineare Substitution (mit von 0 verschiedener Determinante) ausiibt und die 
dadurch induzierten Substitutionen der Koetfizienten von A(&m) bzw. B(&,7) 
mii der Multiplikation aller Koeffizienten von B(§, ) mit ciner geeigneten 
Konstante kombinicrt. — Beim Beweise nehmen wir an, dab S, R von 0 
verschiedene Determinanten haben. Spiiter werden wir uns auch von dieser 
Voraussetzung frei machen kénnen. 

Fihrt das System 8, R die Resultante P(a,,,) in sich tiber, so fihrt 
es auch jede gemischte Polare P, , (a;,6,; 2,,y,) m sich tiber, wenn man 
auch auf die 2, S, auf die y, R zugleich anwendet. Verschwindet fir ein 
Wertsystem der a,,b, eine Polare P, , identisch, d. h. fiir jeden Wert der 
Z;, ¥,, 80 ist daher, ibnlich wie bei der Diskriminante, dasselbe fiir das Wert- 
', b;, welches a,, b,; vermige S, R entspricht, der Fall. Beriick- 


y 


sichtigen wir nun den Satz aus 3., so folgt hieraus: Jedem System von 


system 4, 
zwei Formen A(é, x), B(&, 4), die bis auf von 0 verschiedene Faktoren 
der n°, baw. der m" Potenz eines und desselben Linearfaktors gleich sind, 
wird vermdge S, R ein System von zwei solchen Formen zugeordnet, 
die wiederum bis auf von © verschiedene Konstanten der n*” bzw. m™" 
Potenz eines und desselben Linearfaktors gleich werden. Wir kénnen da- 
her auf S den Hilfssatz der Nr. 1 anwenden, und sehen, daf S durch eine 
lineare Substitution der &, 7 


(15) ‘= pe r p ve ee qe + qy 
induziert wird. Ein analoges Resultat gilt auch fiir R. Auch R ist in- 
duziert durch eine lineare Substitution der &, 


(15’) Em ah + 17, 4 = xb’ + ay. 
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Es sei nun S(§,4)—u& + vy. Setzen wir fiir A(E, 7) (u— + on), 
fiir B(E, 1) (u— + vy)", so ergibt sich aus der obigen Bemerkung, dab 
fiir alle u, v 


u(pe’ + pn’) + v(ge + G7) und u(ak’ + xx’) + v(xt' + x7’) 


als Formen in £', 7% proportional sind, d. h, daB 
: (up + vq) (ux + vx) = (ux + ox) (up + 0G) 
identisch in u, v ist. Daher ist entweder 
ux + Ue— cup + vg), ux + vx— Cup + 0G) 
oder ux + vx = c(ux + vx), up +rq = c(up + 09), 


wo ¢ eine nicht verschwindende Konstante ist Das zweite Gleichungs- 
system ist aber unmdglich, da (15) und (15’) umkehrbar sind. Aus dem 
ersten Gleichungssystem folgt aber 


a=—cp, x=—cp, x = cq, x = cq. 


Folglich entsteht R, wenn man auf B(§, 7) die lineare Substitution (14) 
anwendet und dann noch alle Koeffizienten mit einer willkiirlichen von 0 
verschiedenen Konstante c” multipliziert. Damit ist unser Satz bewiesen. 

Die Untersuchung der allgemeinsten linearen Substitutionen, die die 
Resultante in sich iiberfiihren und bei denen a,’ nicht allein von den a 
abzuhangen braucht und ebenso }, nicht allein von den b,, ist viel schwie- 
riger. Wir schicken ihr zwei Hilfssiitze voraus. 


5. Das Verschwinden der simulianen Polauren der Resultante. Wir 
werden erstens noch einen Satz iiber das Verschwinden der Polaren von 
P brauchen, der sich aber jetzt auf simultane Polaren bezieht: Die not- 
wendige und hinreichende Bedingung dafiir, daB A(§,) zur n®** Potenz 
einer Linearform und B(&,) durch A(§, 1) teilbar wird, ist, daB P und 
thre n—1 ersten simulitanen Polaren identisch verschwinden, wahrend die 
n® simultane Polare zur n* Potenz einer Linearform in den Unbestimmten 
x,y wird. — Hs sei guerst a, + 0. 

Um die obige Bedingung als notwendig zu erweisen, bezeichnen wir 
die »-fache Wurzel von A(t) durch ¢,, und es sei B(t) = (¢ — ¢,)” B(#) 
Aus der Formel (7) erhalten wir fiir die Wurzeln von A(t) + 1X(é) die 
entwicklungen 


1 


1 m . 
t, + é|5- X(t)A] +--+, (s—=21,2,...,9) 


wo « eine primitive »“ Einheitswurzel ist. Bilden wir nun die Resultante 
von A(t) + AX(¢) und B(f)(t— t,)" + A Y(#), so entsteht: 
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P(a, + Ax, b + dy;) 
1 
= (a, + 4%)” | | | B (t, Are «s) G (2 X(t,)a)"+ “f f +2Y(t, +-- )| 
éal,...,8 - 0 j 


= (a, +42," J J |B) 


‘ 
i=],..Aa 


X(t)4+ Y(t)A+-- 7 


= (a, + 4%)” {= B(t,) X(t) + Y@)}"ar+--- 
= {B(t,) X(t.) + a, Y(t,))"4" 4+ --- 


Da aber a,+0 ist, so kann der Ausdruck in der Klammer nicht identisch 
verschwinden, und folglich sind die angegebenen Bedingungen wirklich 
notwendig. 


Es seien nun die im Satz aufgestellten Bedingungen erfiillt, und es 
sei ¢, eine Wurzel, die A(¢) mit B(é) gemeinsam hat, v, bzw. mw, ihre 
Mehrfachheiten in A(é) und W(t). Haben A(é) und B(t) noch eine 
weitere Wurzel gemeinsam, so sei ¢, eine solche, v,, uw, ihre Mehrfach- 
heiten in A(t), bzw. B(t).. Bilden wir die Resultante von A(t) + 1X(é) 
und Bit) + 4Y(#), indem wir in die zweite Funktion alle Wurzeln der 
ersten Funktion einsetzen und das iiber alle Wurzeln von A(t) + 4X(#) 
erstreckte Produkt mit (a, + 4%)” multiplizieren, so liefern die ¢, ent- 
sprechenden Wurzeln den Beitrag 

1 
[] {elt tei(i X(4)a)* +---|4+ aK, +-- >] 
(16) t= 1,..-,%) | 


=P] fee (- X(t,)a)" +2 ¥ (4) +---| 


f=l,...9% 


wo ¢, eine von 0 verschiedene Konstante, ¢, eine primitive v," Hinheits- 
wurzel ist. Gibt es nun nur eine gemeinsame Wurzel ¢, von A(¢) und 
B(é), so faingt die Entwicklung von P(a,+ A, b,+ Ay,) nach Potenzen 
von 4 mit einem Gliede an, dessen Ordnung in bezug auf 4 der kleineren 
von den Zahlen,u, und y, gleich ist. Nach unserer Annahme muf also 
“u, >, v, > sein. Da aber », nicht gréBer als der Grad m von A(#) 
sein kann, so folgt, dab v, = ”, uw, > i ist, w. 2 b. w. 

Mehr als eine gemeinsame Wurzel kénnen aber A(¢) und B(#) nicht 
haben. Denn sonst wiirden die ¢, entsprechenden Wurzeln von A(t) + 4 X(é) 
zu P(a, + Ax,,b, + dy,) den Beitrag 


Me 


TT {cyeit=(> X(t)” + 4¥(4) + ---| 
i=,...,%, 7 
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liefern, wo ¢,+0 und « eine v,” primitive Einheitswurzel ist. Dann 
aber wiirde, wie wir zeigen wollen, die erste nicht verschwindende simul- 
tane Polare von P durch zwei wesentlich verschiedene Linearformen iu 
x, y teilbar sein, was der Annahme widerspricht, da® sie eine reine n* 
Poteriz ist. In der Tat ist, wie man sich leicht tiberzengt, der Koeffizient 
der niedrigsten Potenz von 14 in (16) stets von der Form 


+ (d, x t,) + d,’ Yt): f P, () 


wo eine von den Zahlen d,,d,° von 0 verschieden ist. Denn ist mw, > v,, 


C1 d 


so ist d, = 0, d= 1, p, = v,; fir wu, < », ist d; = 9 & 
a, 


= 0, p, = uy; 


. > €. , t , 

ist aber yu, = v,, so folgt dj = * , d= 1, p, =u, = %,. Ebenso hat der 
Koeffizient der niedrigsten Potenz von 4 im von ¢, herriihrenden Beitray 
un Pla, + Aa,, b, + Ay,) die Form 


(dy X (ty) a d,’ Y (t,))?:, Pe “ v 


/ 
wo eine von den Zahlen d,, d,’ von 0 verschieden ist. Wir brauchen also 
nur zu zeigen, daB eine Gleichung von der Form 
(17) d, X(t,) + d,’ Y(é,) = e(d, X@,.) + a,’ Yid,)), 
wo e eine konstante Zahl ist, unméglich ist. Da aber z,, y, unabhingige 
Unbestimmte sind, so folgt aus (17) durch Vergleichung der Koeffizienten 
VON Z, 215 Yor Yr! 
d,=ed,, d,t,=ed,l,, dy —ed,, dt, = d,et,, 
ed,t, = ed,t., ed.'t, = edy ty. 
Da aber 4, + 4 ist, so miiBte entweder e = 0, oder d, = d, = 0 sein. Dus 
erste ist unmiglich, da sonst nach (17) d, = 0, d,{=.0 sein miiBte, wiab- 
rend eine von den Zahlen d,, d,) von 0 verschieden ist, ebenso ist das 
aweite unmdglieh, womit unser Satz bewiesen ist. Von der EKinsehriankuny 
a, + 0 kénnen wir uns gavz analog wie oben durch eine geeignete |lineare 
Substitution der §, 7 befreien. 

6. Uber dic Reducibilitéi gewisser bilinearer Ausdriicke. Den 2zweiten 
Hilfssatz wollen wir in etwas allgemeinerer Form aufstellen und beweisen, 
als er im Folgenden zur Anwendung kommt. 

(18) lig(D;),---> (2) nel 
ein System von ganz beliebigen Funktionen gewisser Parameter p,, von Mer 
Art jedoch, dap keine Relation 


CoXy( p,) + €,0,(p,) +--+ + ¢,6,(p,) = 0 


identisch in den p, besteht, in der nicht alle c, verschwinden. Es set 
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(19) Bo(9:), -- +» Br) Aol 
ein analoges System von ganz beliebigen Funktionen gewisser Parameter 4, 
(die von den p, ganz unabhiingig sind), von der Art, daB auch zwischen 
den B keine Relation 
€ Bo(%) +--+ €8i(G,) = 0 

identisch in den q, besteht, es sei denn, da alle c, verschwinden. Man 
fasse die « mii Hilfe der Potenzprodukte der Unbestimmten §, y 2u einer 
Form x" Grades in &, » zusammen: 

£(E, 0) = GB" + a Sy +--+ + ay. 
Analog bilde man aus den p die Form 

p(é, j)= By §* + B,&- at r°°* + B, 1. 
Man bilde nun das Produkt von [(§, 4) und @(é, 7) 

w(&, 7) = oe" t* + y, §°+4- 14 +... + iat” 


wo (unter a,.5, Bi 3, Bras, ++ 0 verstanden) 


*+2>° 
20) Yo = GpBy, ¥, = MB, + ; Boy) % = UB; + ++ + 6,Bo,--; Vega Cub; 
ist, und es gebe ein solches System von Konstanten: 


Uy, tty Uys ay 


ie nicht sdimtlich verschwinden, daB 
(21 Mo%o tM t+ + Uy aPea r= FM) OY) 


gilt, wo F'(p,) nur von fen p, abhiingt, D(g,) nur von den q,. Dann gibt 
es, behaupten wir, ewei solche Zahlen &, y,, dap 


Uo 7o ; Aah Uns iV eta (So, No! 
gilt, und IF und ® lassen sich in der Form schreiben 
? wm of -1 ' — 
BP = C(E 9" Gg + Eo" ~ Mgt, +++ + + Yo te,) = Cf Eo, %), 


© = CEB, + --- + %0'B,) = CME, %), 
wo ¢,¢ Konstanten sind und cc = 1 ist. 
Setzen wir in (21) fiir die y die Ausdriicke (20) ein und ordnen 
uach den a, so entsteht 


(22) ty (UpBy + U, By +--+) + (My By + UB, + - - -) 

Ho be ltBy + Uj B+) +-°- 
Hier sind die Koeffizienten der «, Linearformen der £, mit Koeffizienten t,, 
und als Koeffizienten kommen alle u, vor. Wiirden daher saimtliche Ko- 


effizienten der «; identisch in den g, verschwinden, so miiBten alle u, 
@iceich © sein, was nicht der Fall ist. Setzen wir fiir die g, ein solehes 
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Wertsystem ein, daB nicht alle diese Koeffizienten der «a, gleich 0 werden, 
so entsteht aus (22) eine wegen der linearen Unabhiingigkeit der «, nicht 
identisch verschwindende lineare Verbindung der «,. Daher ist fiir dieses 
Wertsystem ® +0 und wir erhalten fir F(p,) die Darstellung 


F = t)a, + 0,0, +--+ + 0,a,. 
Ebenso erhalten wir fiir (q,) die Darstellung 
® = w, fh, + w,B, + --- + w,B,. 
Zugleich haben wir mitbewiesen, daB zwischen den y, keine Relation 


Un7'o +%Y%,+-*° + Uy 4aVena™= 0 
bestehen kann, in der wenigstens ein « von © verschieden ist. . 
Wir behaupten weiter, daB die Relation 


(23) (Ug Yq H My Ys 4 2) = (My F “+++ 0, 0,)(WyBy + +--+ 0,8) 


nicht nur identisch in den p,,q, besteht, sondern auch identisch in den 
«,, B,, wenn man die y, durch (20) definiert. Denn bringen wir in (23) 
alles auf die linke Seite, setzen fiir die y, die Ausdriicke (20) ein und 
ordnen alles nach den «,, so werden die Koeffizienten Linearformen in 
den f,, die identisch in den q, verschwinden, deren Koeffizienten daher 
infolge der linearen Unabhingigkeit der £; simtlich gleich 0 sind. Daher 
besteht die Gleichung (23) identisch in den «,, 8,, wenn man unter y, die 
Ausdriicke (20) versteht. Jetzt kinnen wir etwa so schlieBen: 

Bemerken wir, daB ein Produkt «6, nug in y;,, vorkommt, so 
folgt, daB wenn in Sv,«, ein gewisses a, wirklich vorkommt und in 
>w,B, ein gewisses 6, wirklich vorkommt, daB dann in S,y, sicher 
¥v4» Wirklich vorkommen. Daher kommen dann auf der linken Seite von 
(23) alle Produkte «,8, wirklich vor, fir diei+k=—i+k’. Ist daher 
fiir ein 7, welches weder 0 noch x gleich ist, v;+ 0, so sind alle v, und 
alle w, von 0 verschieden. Denn kommt dann in Sw,f, etwa B, wirklich 
vor und ist etwa k’>0O, so ist v,,,+0, wp_,+0. Stellen wir nun 
«,,, mit 6, zusammen, so folgt, sofern 7 + 1 <x ist, v/,,4+ 0 usw. Da 
her sind dann alle v,, v,,,,---,v, von 0 verschieden. Ist aber k’ = 0, so 
schlieBen wir, daB zugleich mit v,, w, auch v,_,, w, von 0 verschieden 
sind, und gehen von k =1 aus. Ist nun k’< 4, so sind zugleich mit », 
und w, auch v,_,, w,,, von 0 verschieden. Ebenso schlieBen wir, in- 
dem wir a, mit 6, zasammenstellen, dab v,_,---,v, von 0 verschieder 
sind. Ist aber k'= 41, so ist, wie bereits bemerkt, w,_,+- 0 und unsere 


Schliisse sind ohne weiteres anwendbar. Zugleich ergibt sich fir 14> 1, 


daB ein w,+0 ist mit O<k' <4, daher sind dann alle w,+0. Und 
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fir 41 folgt dies aus dem vorhergehenden. — Kommt nun in »,q, 
nur @ vor, so kann in Sw,6, auch nur £, vorkommen. Denn kommt 
hier etwa 8, vor, so miiBten auch a, und f, _, wirklich vorkommen usw 
Es sind daher*nur drei Faille méglich: 


1. vo, = 0, v4» = 0, v, = 0; v1, = 0,---,0, = 0, Uy = vgu,, u, = 0, 
— “xtZy/ 
u,,,= 0. Dann kann fiir & 7 u) genommen werden, y= 0. 


2. v, =0,---,0 -O; wy= 0 


Oo . am . 
B ‘ : w,=0,---,w,_,=0; u=— 0, 


? 1 ? , A 


- im "pS. . . “ee et gy 
ER 0, up,,=v,e,. Hier ist &—0, y= Vu,,; 


3. Es sind simtliche Zahlen u,, v,, w, von 0 verschieden. Dann folgt 


aus (23), zunichst fir #< *, k< A, und dann allgemein 


vj u; u; w; 
U.W, = U, U.W, = U, = UW = = = — 
= +h? im’o i oi? v, v, Wy u, ww? 
(+) sine (=) — “).. 
v%, u, W, v, W, Uy 


- es ett ing utd u, Aina Vy > i Wy 
Daher kénnen wir §& Vio, Nom Vuto a. ” C = Wa 
setzen, womit unser Hilfssatz vollstindig bewiesen ist. 
7. Die Resultante bei allgemeinster Substitution ihrer Elemente. Jetzt 
kénnen wir endlich an den Beweis des folgenden Satzes gehen: 

Es sei eine lineare Substitution S der Koeffizienten a,, b, von A(&, u), 
B(é, ») gegeben, durch die die Resultante P(a,,b,) in sich tibergeht, d. h. ein 
solches System linearer Formen ; 


1, = s.(a,b) = Aa) + U,(b) t=O, 1,---” 
(24) * 5;( ? ) if ) g(0 " ; ) (S) 
b; = 5, 44¢41(4, 6) = B,(a) + B,(b) (4=0,1,---,m) 
wo 
kaon k=m 
A(a)— > cia, (6) = >) aad, (i=0,1,---,m) 
Or k=0 k=0 
(25) 
k=n k=™m 
B,(a) = > bit B,(b) = > Baal (i= 0,1,-- +, m) 
k=0 k=0 


ist, dap P(a,,b;) bis auf’ einen nichi verschwindenden Faktor gleich P(a,,b;) 
ist. Dann entsteht S, indem man eine geeignete lineare wmkehrbare Sub- 
stitution der Variabeln &, » mit den folgenden Operationen kombiniert: 

1. Im Falle m =n > 1 mit einer linearen umkehrbaren Substitution, 
die auf die Formen A(&,) und B(&, 1) selbst ausgeiibt wird, indem man 
neue Formen 


(26) A(E,n) +#B(E1), Alen) +%BEn) (|*7|+0) 


einfiihrt, wo x, x, %, % Konstanten sind. 
Mathematische Annalen. LX XIX 25 
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2. Im Falle m>n mit derjenigen Substitution der Koeffisienten, die 
entsteht, wenn man fiir A(E, 4), BE, 4) neue Formen 


aA(é,y), «BE y)+ T (&, 4) A(E, 7) 
einfiihrt, wo x, x nicht verschwindende Konstanten sind, T(§,) aber eine 
Form in §, » vom Grade m — n ist. 


3. Im Falle m =n = 1 entweder, wie im Falle 1., mit einer linearen 
umkehrbaren Substitution (26) der Formen A(é, 4), B(&, 1) selbst, oder auch 
mit einer solchen Substitution und der nachtriiglichen Vertauschwng von a; 


und b;. Im Falle 3. enisteht also die Matrix (>. “), indem man ent- 
0 1 


b 
trizen mit nicht verschwindenden Determinanten multipliziert. 


weder die Matriz “ “a oder ihre Transponierte vorn und hinten mit Ma- 
0 1 


Beim Beweise nehmen wir vorliufig an, dab S eine umkehrbare Sub- 
stitution ist. — Es sei zunichst m>n->1. Wir, benutzen vor allem 
die Tatsache, daB S zugleich mit P(a,, b,) auch jede simultane Polare von 
P(a,, b,) in sich tiberfiihrt. Nach dem Hilfssatz der Nr.5 folgt hieraus, 
daB jedes Paar von Formen A(&, 7), B(E, 7), in dem A(&, ) die n® Po- 
tenz einer Linearform und B(&,») durch A(é, 7) teilbar ist, durch S im 
ein solehes Paar von Formen A’(§, 4), B(&, 1) tibergefibrt wird, in dem 
wiederum A’(§,7) die n'* Potenz einer Linearform, B(é, 4) aber dureb 
A’(§, 7) teilbar “ist. 


Wir setzen nun A(é, 1) = (wé + vy)", B(E, 4) = (wé + vn)" P(E, ny), 
wo u,v und die Koeffizienten p,, p,,---, p,,., der Form P(§, 7), die mit 
Binomialkoeffizienten geschrieben wird, unabhingige Unbestimmte sind. 
Fir »=m sei fiir P(§,7) einfach eine Unbestimmte p, gesetzt. Setzen 
wir in die Linearformen s,(a, b) die Koeffizienten von (w& + v7)" und 
(wE + vy)" P(E, y), so entstehen eindeutig bestimmte Ausdriicke 


(27) Y,(u, v, p), Bu, v,p), Au, v), B,(u, v), 


wo W,, B; homogen linear in den p, alle Ausdriicke (27) aber homogen 
vom n‘" Grade in den u, v sind. Umgekehrt sind durch die Funktionen (27) 
die Funktionen (24) und daher auch S eindeutig bestimmt, da alle Ko- 
effizienten von (u& + v7)" und (ug + vy)" P(E, q) linear unabhingig sind. 
Fiir die Koeffizienten von (u&é + vy)" P(E, 4) folgt dies aus dem Hilfssata 
der Nr. 6. Enisprechen nun unseren Formen A(é, y), B(é, 4) vermége S 
etwa die Formen A’(é, 7), A’(é, 1) P’(é, 4), so erhalten wir aus der Be 
dingung, daB auch A’(é, 4) die n* Potenz einer Linearform ist, die Glei- 
chungen: 
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[A,(™, 0) + U(u, v, p)]" 


(28) , 
a [Ag(u, v) + YU, (u, v, p)\-" [A, (u, v) + (us, v%, py, (a —= 0, te 0) 
[A,(u, v) + U(u, v, p)|[A(u, v) + W,(u, », p)] 
(29) =[A,,.(u, 0) + U,.(m, 0, p)|[Ag(u, v) + Uy (u, », p)], 


[A,,_;(u, v) + YU, _,(u, v; p)\[A,_.(%, v) + W_,(u, v, p)| 
“al [A,_2_i(™, v) + Mn s(™ v, P)\[A, (4, v) a WL, (u, v; p))\, 


die identisch in u, v, p bestehen miissen. 
Aus (28) folgt, daB jedenfalls entweder A,(u, v) + U,(u, v, p) oder 
A,(u, v) + U,(u, v, p) von O verschieden ist. Es sei etwa 


A,(u, v) + Hy(u, v, p) + 0. 
Dann folgt aus den Relationen (29) fiir A’(é, 7) die Darstellung 


A’ (&, 4) = [A,(u, v) + Uy (u, », pig + Ne aie i. 
und hieraus, da A’(&, 4) ganz in u, v, p, &, 7 und héchstens linear in den 
p ist, 
(30) A'(E, 9) = U(p)(p uk + gob + Pun + Jom)", 
wo [(p) ganz linear in den p, ist. Da A’(§, 7) vom Grade n in 4, v ist, 
so. wire auBerdem nur noch der Fall méglich: 


(31) A’(&, 4) = L(p, u, v)(k,—E + ky)", 


wo k,, k, numerische Konstanten sind. Dann wiirden sich aber die Linear- 
formen s,(a, 6) (i = 0,---,m) in (24) nur um multiplikative Konstanten 
von einander unterscheiden, was der Annahme widerspricht, daB S umkehr- 
¢ |? 2 


bar ist. Aus demselben Grunde is 7 +- 0, da sonst die Linearformen 


pu+qv und j'u+q'v proportional waren und wiederum, eine Dar- 
stellung (31) bestehen miiBte. Wir fiihren nun neue Varjablen 
Pe+Dn, Ge+7% 

ein, die wir wieder als &, 1 bezeichnen. Dieser linearen Substitution der 
£, entspricht eine lineare Substitution S* der Koeffizienten a,, b, der 
allgemeinen Formen A(é, 1), B(é, 1). Wir betrachten nun die Substitu- 
tion SS*, die wir wieder durch S bezeichnen, und beweisen fiir sie die 
Behauptungen unseres Satzes, was offenbar geniigt. Wir kénnen daher 
annehmen, dab 


(32) A'(§, 4) = U(p)(ué + 07)" 
ist. Es sei l(p) = h(p)+c, wo h(p) linear homogen in den p,; und c 
eine Konstante ist. Aus (32) folgt nun, daB alle Funktionen 


25° 
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YU, (u, v, P), Y, (u, v; P), "oy A, (u, v,P); 


die in p linear sind, durch h(p) teilbar sind. Nun sind U,(u, v, p) linear 
Kombinationen der Koeffizienten von (ug + vn)" P(E, q), und daher ist de 
Hilfssatz der Nr. 6 anwendbar, wenn m> n. Dann folgt aus 


YU, (u, v, p) = nh(p)u*-*o, 
daB u*~*v sich in der Form c’(u&,+ vm,)" darstellen laBt. Dies ist aber 


offenbar unméglich, da w und v ja Unbestimmte sind. Daher ist h(p)=@ 
fir m>n. Dann gilt aber 


U,(u, v, p) = 0,---, UA (u, v, p) = 0, A,(u, v) = cu", ---, A, (a, v) = cv%, 
Y,(b) = 0,---,U,(b) = 0, A,(a) = ca, ---, A(a) = ca,,---, A,(a) = ca, 
(33) a; = 8,(a, b) = ca, (i=0,--+, m) 


Ist aber m=n und P(§,7)—p,, so ist h(p)=hypo, wo h, eine Zahl 
ist, und aus (32) folgt 


U,(u, v, p) = hopou”,---, U,(u, v, p) = hypyv"; UAy(b) = hydy, ---, U,(B) = hod,, 
Ag (ut, v) = cu", ---, A,(u, v) = ev"; A,(a) = ca,,---, A,(a) = ca, 
(34) a, = 8,(a, 6) = ca, + hyd, 


Da aber m =n ist, kann man A(é, »), B(é, 4) mit einander vertauschen 
in unserer Betrachtung. Daher gilt zugleich mit (34) auch 


b; = 8, 4541 (4, 6) = a,+ hy b,, 


A'(&, 9) = cA(E, ) + hy BE, 0); BE, 1) — ACE, 0) + hy BEE, 0). 


: } ‘ r 
Und hier muB Ya . von © verschieden sein, da sonst die Resultante 


von A’(&, n) und B(§,) identisch verschwinden wiirde. Damit ist unser 
Satz fiir m—»-> 1 bewiesen, und wir kénnen von jetzt an m >» an- 
nehmen 

Wir untersuchen nun die letzten m+ 1 Linearformen s,(a, b) oder 
vielmehr die aus ihnen entstehenden %,(u, v) + B,(u, v,p). Da die Form 
B’(E,4), in die B(§, 4) = (wé + vy)" P(E, 4) durch S tibergefiihrt wird, 
durch A’(&,) teilbar ist, A’(£,7) aber nach unseren Annahmen durch 
A(&, 4) teilbar ist, so laBt sich B’(é,) in der Form darstellen: 
(35) B’(E, n) — (ug + vn)" P'(’ 0), 
wo P’(é,) eine Form (m— n)*° Grades und, wenn wir mit Binomial- 
koeffizienten schreiben, mit Koeffizienten r,(p) ist. Da B’(é,4) vom 
n“" Grade in u,v ist, so sind r,(p) lineare Formen der p, und hangen 


von u,v nicht ab. Es sei allgemein das konstante Glied von r,(p) durch 
¢, bezeichnet. Wir bilden hun die Form 
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me, e-* ‘at: +. .9°-" 


T(E, 4) = Gg &"-* + ( he 


Die Resultante von A(é, 7) und B(&, 7) ist nun bekanntlich gleich der 
Resultante von A(£,7) und B(&, 4) — T(&,)A(E, 4). Es sei die ent- 
sprechende Substitution der a,, b, durch S bezeichnet. ‘Auch SS fihrt die 
Resultante in sich'tiber, dabei gelten auch fiir SS ganz analoge Gleichungen 
wie (35), da S A(&, 7») unverindert laBt, die Linearformen r,(p) sind aber 
fiir SS homogen. Wir kénnen daher annehmen, daB bereits fiir S die 
konstanten Glieder der r,(p) gleich 0 sind. Jetzt ist aber der Ausdruck 
rechter Hand in (35) homogen in den p,, dasselbe gilt also auch von 
B’(é, 1), dies bedeutet aber, daB alle B,(u;v), daher auch alle B,(a), 
gleich 0 sind. 

Damit zerfallt also S in zwei getrennte Substitutionen der Koeffi- 
zienten von A(§,») bzw. von B(é,7). Daher ist unser erster Satz iiber 
die Resultante anwendbar und aus den Formeln (33) folgt, daB 


b, =s (a,b) = db (a= U,---,m) 


‘ n+é+1 é a 
ist. Damit ist der Fall m > 1 vollstindig erledigt . 
8. Der Fallm>n=1. Es sei nun m>n=—1. Dann ist P(a,, 5) 
- B(—a,,4,). Die Resultante von A’(§, 4), B’(&, 4) ist aber 


(36) B'— A\@ — 4,0, Ap(@ + Ay) 
= B(—A,@ —- YX, A,@ +A) + Li— Aya) — UH), Aya + A), 


wo B(&, n) = be: (") B.(b)&"-'n, L(é, ») = (") B,(ayen- iy 


ist. Wir setzen auBerdem 
A'(&, y) = A(&é, 4) + M(E, my), AE, 4) = Agl(ayé + A,(a)y 
M(é, 4) = U,(b)E + A,(b)y 
Wir zeigen zunichst, daB A(é, 7) weder identisch verschwinden, noch in 
zwei Faktoren zerfallen kann, deren einer nur von den a,, der andere nur 
von §,7 abhingig wire. Denn in beiden Fallen miBte eine Relation be- 
stehen von der Form 


(37) (go Ag(@) = 6A, (a), 


wo wenigstens eine von den Zahlen ¢,, c, von © verschieden wire. Nun 
ist P(a,, b,) bis auf einen von 0 verschiedenen konstanten Faktor gleich 
_ demjenigen Teil von (36), der in bezug auf 5, linear homogen, in bezug 
auf a, homogen vom m” Grade ist. Dieser Teil wiirde aber, wie man 
sofort einsieht, entweder verschwinden oder durch einen von den beiden 
Ausdriicken A,(a), A,(a) teilbar sein, was der Irreduzibilitit von P(a,, b,) 
widerspricht 
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Da P(a,, 6.) = B(—a,, a) bis auf eine Konstante gleich (36) sein 
soll, so folgt durch Vergleichung der Grade in bezug auf },, a, 


(38) B(— LO, A,@)=0, L(-—-A,@, A@) = 0. 


Da nach der zweiten der obigen Relationen L(§, 4) eine gemeinsame 
Wurzel mit A(E, 7) hat, so folgt aus der Irreduzibilitét von A(E, 7) die 
Gleichung: 


(39) Le, q)= A(é, n) L(é, "), 


wo L(é, 7) eine Form (m—1)* Grades mit Zahlenkoeffizienten ist. 

Hieraus folgt weiter, daB sich alle $,(a) linear homogen aus A,(a), 
A,(a@) zusammensetzen. — Wir wollen nun zeigen, daB M(é, 7) = 0, d.h. 
U,(b) = 0, U,(b) = O ist. Zuerst zeigen wir, daB U,(b), U,(b) nicht linear 
unabhingig sein kénnen. Denn wiren &,(b), U,(b) linear unabhingig, so 
wiirde M(§, 7) irreduzibel in b,, &, 4 sein. Da aber nach der ersten der 
Gleichungen (38) B(é,4) mit M(§, 7) eine gemeinsame Wurzel hat, so 
wiirde die Gleighung bestehen: 


B(é, ”) = ME, n)U(é, "), 


wo T eine Form (w—1)** Ordnung mit Zahlenkoeffizienten ist. Aus ihr 
folgt aber, daB alle B,(b) sich linear homogen aus %,(b), U,(b) zusammen- 
setzen. Daher wiirden sich alle Formen s,(a, b) linear homogen aus A,(a), 
A, (a), U,(b), U,(6) zusammensetzen, die Anzahl der Formen s,(a,b) ist 
aber gréBer als 4, daher wire S nicht umkehrbar. 

Nehmen wir nun an, daB einer von den Ausdriicken U,(b), etwa U,(d), 
nicht identisch verschwindet, und daB daher U,(b) = cW,(b) ist, wo c eine 
Zahl ist. Betrachten wir nun das Aggregat derjenigen Glieder von (36), 
die in 6, homogen vom 2. Grade sind. Dieses Aggregat muB identisch 
verschwinden. Sein von L(— A,(a)— U,(b), A,(a) + U,(6)) herriihrender 
Tei! ist aber durch %3(b) teilbar. Dasselbe muB auch fiir den von 
B(— A,@ — 4,0, — + %,(b)) herriihrenden Teil stattfinden. Dieser 


Teil lautet: (&, (b) , Th ie aay + o(b) B(— A,@, A,(a)). 
Wir erhalten daher 


at (A, ~~) 
(c PL ~ ic) B(—A,,. A,) =0 (mod. %) oder 
(7) (+ A)™-*(8,@ — €B,) + 2(3)(—An-*Ay(B,0) cB.) + = 0 
(mod. ,) 
B, (6) — cB,(b) =0, B,(b) — cB, (b)=0,--- (mod. A). 





0 


or 
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Hieraus folgt, daB alle B,(b) sich linear aus %,(b) und B,(b) zusammen- 
setzen lassen, daher wiirden alle s,(a, 6) wieder lineare Kombinationen 
von 4 Ausdrticken A,(a), A,(a), &,(b), By(b) sein, was der Umkehrbarkeit 
von S widerspricht. Daher muB &,(b) = 0 sein, und ebenso &,(b). Wir 
kénnen also jetzt M(§, 74) = 0 annehmen. 

Aus (36) und (39) erhalten wir jetzt (unter*d eine von 0 ver- 
schie’ene Konstante verstanden): 


dP(a,, b,) = d B( dy, Uy) = B( A, (a), Ay (a)) 
+ L(— A,(@, Ay(@)) A (— A, (@, A,@), 

oder, da A(— A,(@), A,(a)) = 0 ist, 

ad B(— a,, &) = B( A, (a), Ag(a)). 
Da aber a,, a, Unbestimmte sind, kiénnen wir sie durch — &, » ersetzen 
Dann folgt f 
(40) a BE, y) = BaF — an, tig & + gq) 

Setzen wir 

(41) OE = a,b — ayy, O9 = — Hy E + ygy, 8 = Oy, M99 — Ky My, 

‘= bg 5 + tig y= Gy e + 4%; 
so entsteht A(§’, 7’) aus A(§, y) durch die Substitution (41), daher ist 
6+ 0. Ebenso entsteht B(é’, 7’) aus B(§, 7) bis auf eine multiplikative 
Konstante, wie (40) zeigt. Andererseits ist nach (39) L(&’, 7’) durch 
A(é’, y') teilbar, womit unser Satz auch im Falle m > n = 1 bewiesen ist. 

%. Resultante zweier Linearformen. Es bleibt nur noch der Fall zu 
erledigen, dab m=n=—1 ist. In diesem Fall ist P(a,, b,) = a,b, — a,b, 
die Determinante der bilinearen Form 
L(2, Y) = Gy XoYq + ALY; + 9%, % + Oa, 
und durch S wird jeder Form L(z,y) eine neue Form L(2’,y’) m- 
geordnet 
L'(2', y’) = Gg XQ Yo + Oy’ Xy YW + Og Ly Yq + by X,Y’. 

Zerfallt L(a,y) in ein Produkt von zwei Linearformen, so gilt dasselbe 
von L’(z’,y’), da P(a,,,) gegentiber S invariant ist. Wir setzen nun 

(a, y) = (Up% + % 2) (V% + %¥) 
Die entsprechende Form L’(z’, y’) sei 

L'(a', y’) = Sq (u,v) Yo + 8, (Ur) aq Ys + Sy (U, 0)y'Yq + 8y(u, 0) xy'y,’. 


Da S umkehrbar ist, so kann s,(u,v) nicht identisch verschwinden, da 
sonst auch s,(a,6) identisch verschwinden miiBte. Daher folgt aus 
8, (e#, v) 8, (u, v) — 3,(u, v) sy(u, v) = O 
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Wis pe P 8, (u,v) , , 8,(%,v) , 
(42) L'(2’, y') = s5(u, v (x ; x ( + - ): 
»y o(@, 0) (% + & (M, v 1) (% & (u, v) 1 


Da aber L’(a',y’) ganz in u, v, x, y ist, so folgt aus (42) eine Dar 
stellung . 

L'(2’, y) = K(u, v, a) K’ (u,v y), 
wo K, K’ ganze Polynome in ihren Argumenten sind, linear in z’ bzw. 
y, und K’(u,v,y) als irreduzibel in u, v, y° angenommen werden kann. 
Hingt nun K(u,v, 2) von den u, v nicht ab, so setzen sich alle s,(u, v) 
linear aus den beiden Koeffizienten der y in AK’ zusammen, dann wiirde 
zwischen den s,(a, b) eine lineare Relation bestehen, wihrend S umkehrbar 
ist. Daher hingt KA(u,v,2) von den u, v ab, und dasselbe gilt fir 
K'(u, v,y'). Da aber L’(z’, y’) in u, » homogen quadratisch ist, so sind nur 
zwei Fille méglich: 1. K(u,v, 2) hingt nur von den u, K’(u, v, y’) nur 
von den wv ab: : 

K (u,v, 2) = Kg ttg%y hy Mg ty” + hy, Zo + hu ay’, 
K'(u, 0, 9) = keg Vp¥o +h MY; + ye Ho + hy MH 
 [’(a’, y’) entsteht daher aus L(z, y), indem man 
(43) Lg = kygty + hy ay’, 2, = kyg%y + hg’, Y= hey Me + ho % 
Wy = ky Yo + hur, 

setzt. Damit sind die Koeffizienten der Formen s,(u, v) eindeutig bestimmt, 
da die Koeffizienten von L(x, y) linear unabhiingig sind. Dieselben Koef- 
fizienten haben also auch die Formen s,(a,), daher entsteht allgemein 
L’(z’, y’) aus L(x, y) durch die Substitution (43). Daraus folgt: 

a, a," Koo — i a, Koo ky, “ 

(;: a) (x, Ky] \b, 6 ) (i A) 
2. K(u, v, 2’) biingt nur von den v, K'(u,v,y’) nur von den u ab. Ver- 
tauscht man x und y, so geht dieser Fall in den Fall 1. tiber. Dieser 


Vertauschung entspricht aber der Ubergang von der Matrix s “y zu der 
0 1 


: b ag f °. } 
transponierten (* “d Daher erhalten wir in diesem Fall die entsprechende 
1 1 


Gleichung 
a, a . — kyo ) ay by Pe Koy . 
(7 ) 7 (i. ky, (a, 2) hye x.) 
: ‘3s r : : Ko ky, Koo Koy 
In beiden Fallen miissen die Determinanten OP hier therta 4 Oe 
ko ky, kyo 11 
verschieden sein, da sonst P(a,, b,’) = oe “d identisch verschwinden 
0 1 


wiirde. Damit ist auch der Fall m =n = 1 erledigt und unser Satz iiber 
die’ Resultante in allen Teilen bewiesen. 
Die von uns im Falle m=n—1 angewandte Beweismethode kann 





Jo 
de 
vo 
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auch zum Beweis des ganz analogen Satzes von S. Kantor und G, Fro- 
benius*) iiber die allgemeinste Substitution S, die die allgemeine Deter- 
minante n** Grades | a,,| in sich bis auf einen von 0 verschiedenen kon- 
stanten Faktor iiberfiihrt, verwandt werden. Man hat hier nur zu zeigen, 
daB S, wenn dies eine umkehrbare Substitution ist, jeder Matrix vom 
Range 1 wieder eine Matrix vom Range 1 zuordnet, oder allgemeiner, 
jeder Matrix vom Range wv eine Matrix von demselben Rang v. Man 
kann dies sehr leicht mit Hilfe der Polaren von | a,,| zeigen, indem man 
beweist, daB eine Matrix (a,,) dann und nur dann vom Range vy ist, 
wenn die (n — vy — 1)* Polare von | a,, | identisch in den Unbestimmten 
“,, verschwindet, wihrend die (n — v)* Polare nicht identisch ver- 
schwindet. 


Dieselbe Methode fiihrt auch zu einem neuen Beweis fir den Satz 
von G. Frobenius**) itiber die allgemeinste lineare Substitution, die die 
allgemeine symmetrische Determinante S in sich iiberfiihrt, nach dem die 
allgemeinste derartige Substitution entsteht, wenn man die Matrix von S 
vorn mit P und hinten mit P’ multipliziert, wo P eine beliebige Matrix 
desselben Grades von nicht verschwindender Determinante, P’ die trans- 
ponierte Matrix von P ist. Denn auth fiir allgemeine symmetrische Deter- 
minanten n“" Grades | a,,| liBt sich der Satz ohne Schwierigkeit be- 
weisen, daB ihr Rang fiir ein spezielles Wertsystem ihrer Elemente dann 
und nur dann y ist, wenn fiir dieses Wertsystem ihre (n — v — 1)* Po- 


2 
lare identisch in den ™ r* Unbestimmten 2z,, verschwindet, wiahrend 


ihre (n — v)* Polare nicht identisch verschwindet. Die weiteren Schltisse 


lassen sich auch fiir quadratische Formen ganz analog wie fiir bilineare 
Formen durchfihren.***) 


10. Lineare Substitutionen mit verschwindender Determinante. In 
allen vorhergehenden Untersuchungen haben wir an der Voraussetzung 


*) 8. Kantor, Sitzungsber. der Akad. Miinchen, 1897, S. 870, sowie Monatshefte 
fir Math. und Physik, 1900, 8. 195, 220. G. Frobenius, Berl. Sitzungsber., 1897, 
8.1011. Der Satz ist spiter wiederholt behandelt worden, s. z. B. C. Stéphanos, 
Journal de mathématiques p. et a., 1900 (5) 6, S. 121—128, E. Steinitz, Sitzungsber. 
der Berl. Math. Gesellschaft, 1903, 8S. 47—52.. Unser Beweis hingt mit dem Beweis 
von C. Stéphanos sehr enge zusammen. 

**) G. Frobenius, Berl. Sitzungsber. 1897, S. 1014. 

***) Es sei noch bemerkt, daB derselbe Ansatz auch zum Ziele fiihrt, wenn man 
nach der allgemeinsten linearen Substitution fragt, welche die allgemeine schiefsym- 
metrische Determinante, oder, was auf dasselbe hinausliuft, das al/gemeine Pfaffsche 
Aggregat, invariant 148t, wenn dabei auch umstiindlichere Uberlegungen anzu- 
stellen sind. ps 

Mathematische Annalen. LXXIX. 25** 
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festgehalten, daB die in Betracht gezogenen Substitutionen umkehrbax 
sind. Von dieser Voraussetzung kénnen wir uns jetzt leicht befreien. 

Es gehe ein Polynom ®(a,) gewisser Variabeln a, durch eine lineare 
Substitution mit konstanten Koeffizienten und verschwindender Deter- 
minante 

a, = §,(a,) 

in sich fiber. Und es lasse sich etwa s,(a,') linear aus s,(a,'),... linear 
zusammensetzen. Aus der Gleichung 


(44) O(a,) = e%(s,(a,)) = ¥(s, (a), . . .) 


folgt, daB dann durch eine lineare Substitution aus einem Polynom 
erhalten werden kann, welches von wenigen Variabeln abhingt. Differen- 
zieren wir nun (44) nach den a,, so setzen sich die partiellen Ab- 
leitungen von ® aus den partiellen Ableitungen von Y nach s,, 8,,... 
linear mit konstanten Koeffizienten zusammen. Daher gibt es dann nicht 


simtlich verschwindende Zahlen Cy, Cg,-++, 80 daB identisch in a, die 
Relation 
0%(a,’) 0O(a,') 
(45) Ga +4 Gat +°°° 9 0 
besteht. 


Ist nun (a,) die Diskriminante der binaéren Form (1) nm Grades 
A(&,7), so kann die linke Seite von (45) als die (2m — 3)* Polare der 
Diskriminante der Form 


(46) Coe" +... 


aufgefaBt werden, wo die Unbestimmten nicht mit z,, sondern mit a/ 
bezeichnet werden. Nun ist aber 2n —3 >n—1 fiir n>2. Daher 
kénnen wir nach dem am Schlusse der Nr. 2 Bemerkten auf das iden- 
tische Verschwinden von (46) und daher aller c, schlieBen. 

Es sei jetzt ® die Resultante P(a,,b,) der biniren Formen A(§, 7) 
und B(E,). Besteht fir P(a,, b,) identisch in a,, b, die Relation 


i hed crit aPleuPd 
+ dy POe +4, Pubs eG; 
WO Cy,.--»C,, G,...,¢@,, Zahlen sind, so bestehen die Relationen 
(47) Tn + + +o, Shem m0 
dy one ire Wa arte) 0. 
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Verschwinden nun nicht alle c,, und setzen wir in (47) allgemein a, — ¢,, 
so entsteht bis auf einen von 0 verschiedenen Faktor die Resultante 
von B(é, 7) und 
(48) Cob" +++: + C,1". 
Setzen wir aber fiir die b, soleche Werte, dab B(E,7) keine Wurzel 
mit (48) gemeinsam hat, so kann diese Resultante nicht verschwinden. 
Daher miissen alle c, gleich 0 sein. Und ebenso folgt, daB alle 
d, = 0 sind. 

Auch fir die allgemeine Determinante n** Grades und fiir die all- 
gemeine symmetrische Determinante n‘*" Grades*) kann ganz analog mit 


Hilfe der oben angegebenen Siitze tiber das Verschwinden ihrer Polaren 
geschlossen werden. 


Géttingen, den 11. Dezember 1918. 


. Zusatz. 

Nachdem die Korrektur meiner Abhandlung bereits abgeschlossen 
war, bin ich auf die Arbeit des Herrn G. Kowalewski: Uber die projek- 
tive Gruppe der Normkurve und eine charakteristische Eigenschaft des sechs 
dimensionalen Raumes, Sachs. Ber., 54 (1902), aufmerksam geworden, in 
der Herr Kowalewski siimtliche projektive kontinuierliche Gruppen in n + 1 
Variabeln aufstellt, die die zur Form A(§, 4) gehérende induzierte Gruppe 
enthalten. Es ergibt sich dabei das Resultat, daB die gréBte projektive 
kontinuierliche Gruppe, die eine Invariante A(§, 7) in sich tiberfihrt, stets 
die induzierte Gruppe selbst ist, es sei denn, daB m gerade und die Inva- 
riante eine Potenz der quadratischen Invariante ist. — In diesem schénen 
Satz ist aber der im Obigen bewiesene Satz tiber die Diskriminante von 
A(§,%) noch nicht enthalten, da die zur Diskriminante gehérende gréBte 
Gruppe nicht notwendig eine kontinuierliche, sondern auch eine gemischte 
Gruppe sein kénnte. 


Géttingen, den 17. April 1919. 


*) G. Frobenius a. a. O., wo die ‘beiden Tatsachen direkt bewiesen werden. 
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Uber die Wurzeln der Zetafunktion eines algebraischen Zahlkorpers. 
Von 


Epuunp Lanpau in Gdttingen. 


Einleitung. 


Es bezeichne {(s) die Riemannsche Zetafunktion, £(s) einstweilen 
die Zetafunktion des imaginir-quadratischen Zahlkérpers x — P(V—k) 
der Grundzahl —k, h=h(k) die Klassenzahl dieses Kérpers, z(m) den 





Charakter (=*) mod. k, L(s) die fiir 6>0 durch Se definierte ganze 
n=1 


Funktion. Bekanntlich ist £(s) = €(s) L(s) und fir k>4 
(1) h=— a L(1). 


Aus (1) folgt unmittelbar*), wenn a, (desgl. in der Folge ay, ay, ---) 
eine positive absolute Konstante bezeichnet, 
h < a, Vk log k. 


Herr Gronwall**) hat zuerst bewiesen: Falls in der Halbebene o > ; 


(2) §,(8) +0 
ist oder auch nur fiir reelle s>1 — Tog? ¥° #>0 von k frei ist, (2) 
gilt, so ist . 
(3) ae eee 


log k Vlog log k’ 


*) Vgl. z. B. S. 74 meiner Arbeit Uber das Nichtverschwinden der Dirichletschen 
Reihen, welche komplexen Charakteren entsprechen [Mathematische Annalen, Bd. LXX 
(1911), 8. 69-—78]. 

**) Sur les séries de Dirichlet correspondant a des caractéreé complexes [Rendi- 
conti del Circolo Matematico di Palermo, Bd. XXXV (1913), 8S. 145--159]. Vgl. 
hierzu Anm. 2 meiner Arbeit Uber die Klassenzahl imagindr-quadratischer Zahlkorper 
[Nachrichten von der Kéniglichen Gesellschaft der Wissenschaften zu Gottingen, 
mathematisch-physikalische Klasse, Jahrgang 1918, S. 286—295] 
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wo b, (desgl. in der Folge b,, by, ---) eine positive, nur von @ abhingige 
Zahl ist. Herr Hecke*) hat unter jener Annahme sogar 


(4) h> bs og bewiesen. 


Das erste Ziel meiner heutigen Arbeit ist der in beiden Teilen (Ab- 


-schitzung nach unten und oben) neue 


Satz I: Wenn (2) fir o> : oder auch nur fiir |s—1|< %, wo 
&>0 und von k frei ist, gilt, so ist fir**) k>¢& 


. Vk 


(5) b, fag lag 5 lng log lea 8 <h<b, Vk log log k - log log log k. 


Beim Beweise in § 1 werde ich benutzen: 1. Meinen zuerst in der 
oben (S. 388, Anm. *)) zitierten Arbeit aus diesen Annalen eingefiihrten 
Gedanken***), daB L(s) im Punkte 1 als Funktion von k mit dbnlichen 
Mitteln behandelt werden kann wie £(1 +¢7) als Funktion von ¢ in meinen 
friheren Arbeiten; 2. Herrn Littlewoods+) Paradigma: Wenn £€(s) + 0 
fir 6 >1— @ (#@>0) ist, so ist fir ¢>[e]+ 1 

b 


Gatect-kealee log? < |§(1 + #2)| < d, log log ¢ - log log log ¢. 


Eine wichtige Rolle beim Beweise spielen die Carathéodorysche 
Ungleichung ((10) nachher) und der Hadamardsche Dreikreisesatz ((13) 
nachher). 

Andererseits erhalte ich in § 2 mit denselben Hilfsmitteln (bei weit 
weniger sorgfiltiger Wahl der Hilfskreise) leicht den 


Satz Il: Wenn L(s) +0 fiir 5<e <1, |¢t) <3 ist, so ist 


(6) h< e@rlos®s WO ay<1 ist. 


Die Ungleichung (6) widerspricht aber bei festem kleinen @ fir alle 
hinreichend groBen k der ersten Hialfte von (5); iibrigens bereits z. B. 
den Relationen (4) und (3). Also (popular ausgedriickt): Ist L(s) + 0 in 
einem kleinen Kreis um 1, so ist A groB; ist L(s)+0 in einem groBen 
Kreis um 1, so isth klein. Der kleine Kreis liegt aber im groBen Kreis; 








*) Sein Beweis steht in meiner soeben genannten Arbeit (S. 287—290). 
**) ¢°, damit log log logk > 0 ist. 
***) Dort ist tibrigens vor allem von einem komplexen Charakter z(m) die Rede. 
Auch Herr Gronwall bezieht sich auf obigen Gedanken. 
+) Quelques conséquences de l'hypothése que la fonction £(s) de Riemann n’a pas 


de zéros dans le demi-plan R(s) > ; [Comptes rendus hebdomadaires des séances de 


l'Académie des Sciences, Paris, Bd. CLIV (1912), 8S. 263 -266). 
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folglich kann eben L(s) im groBen Kreis (fiir groBe k) nicht bestandig 
+0 sein. Die Voraussetzung des Satzes II ist also sicher fiir alle groBen 
k falsch. Und damit entsteht der — von jedem Postulat freie — 

Satz III: Es gibt eine absolute Konstante a >0, so dap im Rechteck 
; <6< 1, |t' <a mindestens eine Wursel von L(s) liegt. 

Anders ausgedriickt: Die absolut kleinste nicht triviale*) Wurzel vor 
& (s) ist beschrinkt (ftir alle k). 

Ubrigens wird aus der beim Beweise des Satzes Il vorkommenden 
Formel (27) auch ohne -Heranziehung des Satzes I der Satz HI dadurch 
folgen, daB (27) 

' h> Vk ee 


liefert, was fiir groBe & mit (6) in Widerspruch steht; noch einfacher da- 
durch, .daB (27) 
L(2 
‘\8 


+) < k 8 91, log’ 
liefert, waihrend — fiir groBe k im Gegensatz hierzu - 


~ 


Bras 4s m(n) x(m) 
1(2) 2 


x wid, n® 


WA 


(G) 


ist, also L(=) eine positive untere Schranke hat. 


Den Satz III (der sich mir als unerwartetes Nebenresultat auf dem 
zuerst angegebenen Wege ergeben hatte) werde ich in §§ 3—4 auf alle 
algebraischen Zahlkérper x irgend eines festen Grades n verailgemeinern 
kénnen. Ich muB aber bei seiner Formulierung vorsichtig sein, da man 


be (s) stets eine ganze Funktion .ist. Der Satz heiBt dem- 


- 
& 


nicht weiB, ob 
gemaB: 

Satz LV: Es sei n>2. Dann gibt es ein nur von n abhangiges 
A(n) > 0, so daB fiir jeden Zahlkirper x ‘vom n'™: Grade mindestens eine 
nicht triviale**) Wurzel von £,(s), die nicht oder nur in geringerer Viel- 


fachheit Wurzel von €(s) ist, dem Rechteck : <a<l, |t| < A(m) angehirt. 


*) Die trivialen Wurzeln sind — 1, — 3, —5,+--, je erster Ordnung. 

**) Nach Herrn Hecke (vgl. Satz 155 und 183 meiner Hinfiihrung in die ele 
mentare und analytische Theorie der algebraischen Zahlen und der Ideale (Leipzig und 
Berlin (Teubner), 1918]) gehéren die von den ,,trivialen‘‘ Wurzeln 0, —1, — 2, 
— 8, —4,--- der Ordnungen r, r,, r+1, 75, 7-+1,--- verschiedenen Wurzeln 
von £,(s) dem Streifen 0<6<1 an und liegen symmetrisch zur Geraden 6 = ; , 
sowie natiirlich zur Geraden ¢ = 0 





(" 
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Damit ist dann gezeigt, daB stets die absolut kleinste nicht triviale 
Warzel von ¢.(s) und, wenn 5 (s) ganz ist, sogar die absolut kleinste 
nicht triviale Wurzel dieser Funktion bei festem n beschrinkt ist. 


§ 1. Beweis des Satzes I. 


Da es nicht mehr Miihe macht, werde ich an Stelle des Satzes I die 
(wegen (1)) allgemeinere Behauptung beweisen: 

Es gibt zwei nur von #>0 abhingige Zahlen b, und b, mit folgen- 
der Eigenschaft. Es sei k irgendeine ganze Zahl > & und 3z(n) irgendein 


eigentlicher Charakter mod. k*). Die fiir 6 >0 durch S"*") definierte 
n=l 

ganze Funktion L(s) sei +0 fiir |s —1|< #. Dann ist 

b, 


(7) log log k - log log log 


% < |L(1)| < b, log log k - log log log k. 


Beweis: Ohne Beschrankung der Allgemeinheit sei # < 1. 
Ich setze 

> x(n) = S(w). 

n<u 


Fir -<6< : , || <3 ist nach hier ausreichender, roher Abschitzung**) 


= = 


L)'= > = lank ir] -> S(n) (5 ae + i) 
wo 
- S's Swe | SS, 
> mf e f : 
(8) Lis) <V (8). +3? n = a,k. 


Nach Voraussetzung ist L(s) +0 fiir |s — (1 + 3)| < , weil dieser 
Kreis teils dem Kreise s — 1| < @, teils der Halbebene 6 > 1 angehdrt 
Die fir « > 1 durch 


F(s) = log L(s) = >"! eS 
Pym 


*) Es gibt mindestens einen solchen, wenn k + 2 (mod.-4) ist. 
**) Dieser Beweis von (8) gilt, was in § 2 benutzt wird, noch fiir alle k >1. 
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definierte Funktion ist also fir s — (1 + 3) < regular; ebenda ist, 


da dieser Kreis dem Rechteck = <os 4 \t} 5 3 angehort, nach (8) 


= 2 ’ ss 
(9) RF (s) = log L(s) < log (a,k) < a, log k. 
Nun wende ich die Carathéodorysche Ungleichung*) 
(10) |F@|SISF(s)| + |RF(s)| tS + 24-2. (\s— Hi <o) 


in der F(s) fir |s — s,| <r regular vorausgesetzt wird, O<@<r und 
A= Max. RF(s) ist, auf 55—1+ >, e@——%, r= an. Nach (9) ist 


C) 


A < a, log k; 


, , . 1 + 

ferner ist F(s,)| S Pr = log § (1 + >) = by. 
p,m 

(10) ergibt also fir |s—(1+$)/<70 

(11) | F{s) | <b, + b, - 7 + 2a, log k-3 < b,, log k. 


Nun nehme ich k alsbald so groB an (k > b,, > &), dab 


(12) > —- < ; 
og log k - log log log k 4 
ist; es geniigt natiirlich, (7) fiir k > 06,, mit passenden Konstanten b,, und 
b,, links und rechts zu beweisen. 
Ich wende jetzt den Hadamardschen Dreikreisesatz**) 


(13) 


r r. r 
log > log 4 : log ~ 
i i 


M, < M,"**'"**: M, 


(wo F(s) fir 's — s,|< 17, regulir, 0< r,<1r, <1,, M, = Max. | F(s)| ist) 





§8—8 Sry 

. a a 1 a 

ant «" + o>%— % — iglagh lglglgt’? 9 3? 
ist > z > 0 wegen (12). 


Fir 1<s<e ist 


3 
= Zo an; 7, 


du e 8 € 1 
logt(s)<log(1 +f 2) =l0g (1 + i) = log —; < log. = log — te 
. 1 
mit Riicksicht auf F(s)|< log (6) fir o>1 ist daher 


*) Vgl. § 73 meines Handbuchs der Lehre von der Verteilung der Primzahlen 
{Leipzig und Berlin (Teubner), 1909]. 

**) Vgl. § 21 meiner Darstellung und Begriindung einiger neuerer Ergebnisse 
der Funktionentheoric [Berlin (Springer), 1916] 
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| — 
(14) Mj< loge (1 + fea i yt < loglog log k + log log log log k +1; 


wegen log 2 : log * <1 ist folgtich fir #> Max. (b,,, e&)=—b,, (wo- 
durch die rechte Seite von (14) sicher > 1 wird) 


(15) mi 5, < log log log k + log log log log k + 1. 
Andererseits ist nach (11) 
(16) M, < by log k < log ™ k. 
, a Se = i . 3 r 3 i 
Wegen 7<n<Z> . a3 r ade log = > log 3 > ay ist 


~ 


log : log  < Blog = Blog (1421) < 89S" <2 Gn) 


12 1 
(17) ~~ @ log logk- log log log k* 
Aus (16) und (17) folgt (da e<—1+4+ 22 fir 0<z <n ist) 


120,, 12,, 


7 r. 
eg Sieg 9 log log k log log log k 9 log log log k b 
(18) M, ry nc (log i) Flog logk logloglogk _. pF logloglogs ~ 


<1 + fog log log’ 
(15) und (18) ergeben, in (13) eingesetzt, 
M, < log log log k + log log log log k + 5,,, 
also, weil s= 1 auf dem Rande des Kreises s — s,| <7, liegt, 
log |Z(1)|' =.| 8 log L(1)| < jlog D(1)| = | F(1)| 
< log log log k + log log log log k + b,,, 
log log log & — log log log log k — b,, < log | L(1)| 
< log log log k + log log log log k + },,, 


atin 
log log k - log log log k 


<|L(1)! < },, loglog k - logloglogk, q. e. d. 
§ 2. Beweis der Saitze I -und fil. 


Auch hier werde ich, da es kaum mehr Miihe macht, an Stelle des 
Satzes Il eine (wegen (1)) allgemeinere Behauptung beweisen: 
Es sei k>1, y(m) irgendein eigentlicher Charakter mod. k. Wenn 


L(s) +0 fiir = So< 1, \t| <3 ist, so. ist 
(19) L(1)| < a ets log k wo a, <1 ist 
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Beweis: Es bedeute, wie in Kap. XXX ff. des Handbuchs, a den 
Wert 0 im Falle y(—1)=1, den Wert 1 im Falle y(— 1)——1, so 
daB die Funktionalgleichung*) zwischen L(s) und der dem konjugiert 
komplexen Charakter entsprechenden Funktion L,(s) lautet: 


: a 
(F) “(FH )zO=(F) "rC=F)na-9, la 
sie ergibt, wenn die ganze Funktion 


2 = AG) 





gesetzt wird, fir ¢< 1 


s_,/F —sr¢ 
(20) A(s)| = (= )’ ih . 


Nach Voranssetzung und den bekannten ens der Wurzeln von 


L(s) verschwindet A(s) nicht fir 6 >——, |t| <3. 
Fir 6 > 2 ist 

(21) | L(s)| < (2) = a, < ak. 
r+ <6<2, t| <3 ist nach (8) 

(22) | L(8)| < a,k, 

also auch 

(23) L,(8)| < agk. 

Fir — 5 <o<y, |t|<3 ist nach (20) und (23) 

(24) | A(s)| < a,,k?. 

Aus (21), (22) und (24) folgt fir so >—+, |t]<3 

(25) ; |A(8)| < a, 


Ich verstehe nun unter F(s) die fir s>1 durch 


F(s) = log A(s) = 





— (1—a) logs 


pom 
bei reellem eatin definierte Funktion. Nach dem obigen ist F(s) 
fir 6 >— > |¢| <3 regular; nach (25) ist dortselbst 


Brcsinns = log | A(s)| < loga,, + 2logk < ¢,, log k. 


Ty 497. 
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Nach der Carathéodoryschen Ungleichung(10) ist also, s,— 2,9 = + ; 


os 9 
r= ; eingesetzt, fir |s—2| <7 
5, 9 9 


aan oS == am 
F(s)| < log (2) + (log §@) + log 2) —* + 2a,ylogk -* 


2 4 . 
(26) < ay, log k. 


Nach dem Hadamardschen Dreikreisesatz (13), auf s,— 2, r, = —- 


y= 7 = . angewendet, ist daher, wegen 
M,< log ¢ (+) + Max. logs| = a,, 
e=3| 55 
und (infolge von (26)) M, < a,, log k, 
(27) M, < 4,,; log*k, 


wo a, = log 7 : log : <1 ist. 
Von (27) kann es nun gemaB den Andeutungen der Einleitung wegen 
(28) log |A(e)) = Slog Ais [= BAO = FO 
= — | log A(s)| = — | F(s)| 


auf drei verschiedene Arten fiber Satz I] zu Satz II] bzw. direkt zum 
Satze II] weitergehen; iibrigens (allgemeiner als in der Einleitung ange- 
kiindigt) fir beliebige eigentliche Charaktere nach dem Modul k > 1. 


1. Weil s = 0 dem Kreis |s— 2) < . angeh6rt, ist 
log |A(O), S| F(O)| S M, < a4, log*k, 
also, wenn s = 0 in (20) eingesetzt wird, 


} ae a6 0 Fy6 pay, loge — ‘> logs 
L(1)| = \Ly(1)| < Se \A(0)| < See <yom™, 





womit (19), d. h. Satz If bewiesen ist, also in Verbindung mit Satz I der 
Satz IL 
2. Statt Satz [ heranzuziehen, schlieBe ich aus (27) und (28), weil 


s=1 dem Kreis s—2\< 2 angeh6rt, 
log | L(1)| = log | A(1)! > — | F(1)| >— M, > — ay loge, 
| L(1)| > e-% log"* ; 
was fiir groBe k der Ungleichung (19) des Satzes II widerspricht. Das 


liefert Satz III. 
96 * 
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3. Weil s = — x dem Kreis |s— 2|< = angehért,- ist nach (27) 
und (28) 


log |A(—)|<|F(—4)|< My<ayslogek, = A(—Z) < ermien™s, 


andererseits ist nach (20), s = — ; eingesetzt, 


_s 
L(5)| - (=) <a,k * 


was fiir groBe k mit der Beschrinktheit von 


5 


5 
A (— =) < a,,k 5S otis log *k <k 8 pas logs ; 


an 


1 "a uu (n) x(n) ‘ 
1(3)|" at gt | SHC) 


unvertraglich ist. Das liefert direkt Satz III. 
Da ich fiir alle eigentlichen Charaktere nach dem Modul k > 1 ge 
zeigt habe, daB das Rechteck + ie< 1, ¢;<a@ mindestens eine Wurzel 


des zugehérigen L(s) enthilt, so ist auf Grund von 8. 483, Z.2 des Hand- 
buchs die Behauptung des Satzes III fiir alle (eigentlichen oder uneigent- 
lichen) Charaktere nach jedem Modul / > 1 bewiesen: 

Die absolut kleinste nicht triviale*) Wurzel von L(s) ist beschrénkt. 


§ 3. Hilfssatz zum Beweis des Satzes IY. 

Hilfssatz: €(s) sei die Zetafunktion irgendeines (nicht festen!) Zahl- 
korpers des festen Grades n > 2, A die Grundzall des Kérpers, & = D, also 
nach Minkowski**) D> 2; ich setze, wenn r die in meiner Einfiihrung 
tibliche Bedeutung r,+ 7,—1 hat, 

8 — 1) £, (8) . 
— 
dies \(s) ist nach dem dortigen Satz 155 ganz und verschwindet weder fiir 
$= 0 noch fiir's 1. Ich behaupte, dap im Rechteck ——<o<5, \t\<3 


A(s)' < D* 


A(s) = 


b py Soe a) 
2 


.? : i 
*) Als triviale Wurzeln haben die Wurzeln des Faktors s | ] (:—*5) - 
; S ‘y=1 r/ 


in der Formel (9) auf S. 510 des Handbuchs zu. gelten. Die nicht trivialen Wurzeln 
sind die im Streifen 0< 6 < 1. 

“*) Vgl. 2. B.S. 341 ii Herrm Bachmanns AUgemeiner Arithmetik der Zahlen- 
kérper [Leipzig (Teubner), 1905). 
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ist, wo A, (desgl. A,, 4,,... nachher) eine nur von n abhiingige positive Zahl 
ist. (D.h. 4, héingt nicht von 6, t und dem Korper, insbesondere also nicht 
von D ab.)*) 

Beweis: Es bedeute, wie in § 13 der Einfiihrwig, A die Zahl 


397 


a a VD ; es werde 
o) = (FG)! Core) 


gesetzt. Die tiber alle h Klassen & bei irgendeiner bestimmten Wahl der 
Reprisentanten a von §-* summierte Formel (117) lautet, wenn Y,(s) 
bzw. ¥,(1—s) die Summe ihrer zweiten bzw. dritten Zeile iiber & ist, 


(29) (5) — 2N* + ¥4(8) + ¥(1—8); 


nw .3(8— 


hierin sind, wie ein Blick auf (117) und die dort daraus gezogenen Kon- 
sequenzen lehrt, die ganzen Funktionen ¥,(s) und ¥,(s) fir reelle s positiv, 
wachsen mit s und geniigen fir komplexes s den Ungleichungen 


¥,(s)| < ¥, (6), | ¥,(s) | < ¥,(0). 


Aus (29) folgt also erstens, s = 5 eingesetzt, 


1 2Nh 1. 
20 aw ~ 9), 
zweitens fir — : <o<5 (da tach Definition “-~ > 0 ist) 


W,(s)\ S ¥,(6) < ¥,(5) < (5), 

1 
- <6<5 wegen (120) 

|¥(1—8)| <¥,(1—#) < ¥, (5) < ¥,6) < (—4) = (5); 


drittens fiir 


1 


daher ist fir —-—><o<5, |t' <3 (wegen |s(s—1)| < a,,) 


|s(s—1)0(s)|— 2™* + s(s—1)¥,(s) + s(s—1)¥,(1—8) 


5 
< 20 (5) + a,,0(5) + a,,9(5) = a,,0(5) < 4D” €,(5). 


Fiir s>1 ist nun**) 


te] 


*) Natiirlich lieBe sich ebenso der entsprechende Satz fiir 6, <o<6, bei irgend- 
welchen festen o,, 6, beweisen. Ubrigens folyt er auch’ leicht aus dem obigen Wort- 
laut; das Schwierige ist ja nur das Verhalten im Streifen 0<o<1 und seiner ni&ch- 
sten Umgebung. 

**) Vgl. meine Arbeit Abschiitzungen - von, Charaktersummen, Einheitew -snd 
Klassenzahlen [Nachrichten von der Kiniglichen Gesellschaft der Wissenschaften zu 
Gédttingen, mathematisch-physikalische Klasse, Jahrgang 1918, 8.'79—07], 8. 89—90. 
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(30) &.(8) S (8(8))"; 
also ist §-(5) < (€(6))" = ay. 
Fir — > <6<65, |t| <3 ist daher 
4 
|s(s— 1) (8); < 4,D* , 

also, wegen == 8(— 1) &(8) = A(s(5)) "(sr @)*A(s), 

. il 

[A(8) <P aD P< D*. 
1,D 4 


§ 4. Beweis des Satzes IV. 
Es sei »>2 und fest. Mein Ziel soll sein, die Existenz eines 


1 ; 
5 a6<l, t\S4 min 


A= A(m) nachzuweisen, so dab das Rechteck 
destens eine Wurzel von £,(s) enthiilt, die nicht oder in geringerer Viel 
fachheit Wurzel von £(s) ist. 

Ich erinnere zuniichst an die drei bekannten Tatsaclen: 

1. ¢(s) hat keine Wurzel im Rechteck + so<l1, ¢ $3.*) 

2. Jedem D entsprechen héchstens endlich viele Kérper »*” Grades.**) 


*) Einfacher Beweis nach Herrn Phragmén, Sur le logarithme intégral et la 
fonetion f(x) de Riemann [Ofversigt af Kong]. Vetenskaps-Akademiens Forhandlingar, 
Stockholm, Bd. XLVIII (1891—1892), 8.599—616], S. 605—606: Far die rechte Seite 
der Forme! (2) auf 8. 282 des Handbuchs 


r (3) = : &(8) ea ~fle :—! ad -- denne 


gilt in obigem Rechteck, wegen der fiir z>1 giiltigen Ungleichungen 
: 1-—s Q 1l-—o 


—.=§ = —=-1 — — 
2? 8 6+23 <2? +a 2 "Sisi]2 


— ss? = e—#2 e-aés A te x 
und e7 wae I ee, ce cdcainn Oe tice i => e-*2, 
i “<, 1 —e-ae 1 —e-* <i — 9-3-7 

~ a= 


| 16 16 16 2 1 
€s fe = — ——_ —_ — a 
J 7. O88 da ee S78. <0" 


1 1 1 
| #@—) |> Vioyao 10 ist. 
*) Vgl. die auf S. 396, Anm. **) zitierte Stelle. 


wihrend 
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3. Jedes §,(s) hat im Streifen + sSo<1 Wurzeln, die nicht oder 
in geringerer Vielfachheit Wurzeln von £(s) sind.*) 
Daher gentigt es offenbar, den Satz zu beweisen: 


Wenn fiir = <6 <1, |t|<3 
(31). A(s) +0 
ist, so ist D<A,. 
(Denn fur alle D>4, enthilt hiernach das Rechteck - <6 <1, |t|<3 


wegen 1. einen Punkt gewilinschter Art; fiir die wegen 2. endlich vielen 


Kérper mit D< 4A, kann man wegen 3. die Schranke 3 passend ver- 
gréBern, eben zu 4.) 


Beweis: Die Funktionalgleichung (120) der Hinfiihrung ergibt, s -3 
eingesetzt, 


A (YC(D)e) =a EB H)"&(- 2) 


also 


(32) (5) <4D c &(—%) 


Unter der Annahme (31) fir + <o6<1, |t)<8 verschwindet A(s) 


nicht fir 6 > — —- |¢| <3. Ich werde nun A(— =) und damit ¢.(— =) 
nach der Methode des § 2 nach oben abschitzen. 

Fur — + <o<65, |t|<8 ist nach dem Hilfssatz des § 3 

A(s)|< Ds, 

also, wenn die fir s> 1 reell definierte und fiir 6 > — +. |¢| <3 regu- 
lire Funktion log A(s) = log £,(s) + log(s — 1) — r logs = F(s) 
gesetzt wird, R F(s) = log | A(s)| < 4, log D. 

Weil nach (30) 

| F(2)| < logs, (2) + r log? < 

ist, liefert die Carathéodorysche Ungleichung fiir |s — 2| < * 


*) Denn nach Satz 171 der Hinfiihrung ist die Anzahl der Wurzeln von £,(s) 
im Rechteck 0<o6<1, 0<t¢ 7, mehrfache mehrfach geziblt, ~ ts T log T, wib- 


rend bei £(s) die entsprechende Anzahl ~ = T log T ist. 
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5, 9 y 
| F(8)| <4 +4,5—~5.+ 2A, log D =-*—5 < Ay log D. 
a4 S nd 
In der Formel (13) des Hadamardschen Dreikreisesatzes mit_s, = 2, 
= Lm = 7 t= . ist daher M,<4,,log D. Andererseits ist 


M, < log (3) + Max. | log(s—1)—rlogs| <4,,. 
1 
j#-2\s ; 
Er ergibt also M, < 4,, log*»D, 
wo 4,,< I ist 
Insbesondere ist daher 


log A(— =) < F(— «) < Ay log“ D, 

1 (5) 1 f 1 . Ais 
(33) 6(—3)| = “g— |A(—§) </A(-@)| <enme”2. 

- 
Aus (32) und (33) folgt 
1<(5)<%,D™* enroeio, 
also, da die rechte Seite bei wachsendem D wegen i,,< 1 gegen 0 strebt, 
D<h, q. e. 


SchluBb. 


Fir die Kenner meiner Arbeit Uber Ideale und Primideale in Ideal- 
klassen |Mathematische Zeitschrift, Bd. Il (1918), 8S. 52—154] bemerke ich, 
daB die Beweismethode der vorangegangenen §§ 3—4 sogar fiir die ab- 
solut kleinste nicht triviale (d.h. dem Streifen 0<6< 1 angehérige) 
Wurzel irgendeines {(s,7) — bei »>2 auch mit dem Zusatz: welche 
nicht oder in geringerer Vielfachheit Wurzel von £(s) ist — liefert: Thr 
absoluter Betrag ist fiir alle Korper n*" Grades (wo n=>1 und fest ist) 
unterhalb einer vom Korper, { und x freien (nur von n abhingigen) Schranke 
gelegen. (Fir n = 1 deckt sich dies genau mit dem Endergebnis des § 2.) 

Beim Beweise ist nur folgendes zu beachten: 

1. Wegen des Satzes LXII braucht die Behauptung nur fiir eigent- 
liche, zy bewiesen zu werden, und nach den-zu Beginn des § 4 angestellten 
Uberlegungen geniigt es (da es bei festem m zu jedem Werte von DNjf 
nur endlich* viele Funktionen {(s,7) gibt) zu beweisen: Wenn fir 


5 SO<1,|t*}<3 °° * Sa, x) #0 





a ae lhlUrelhlhlUC rl 


vt, 


her 
st) 
ake 
2.) 


nt- 
ten 
Nj 
fiir 





Wurzeln der Zetafunktion 401 


ist, so ist DN} < 4,,. 
Ferner darf jetzt der Fall n =1 uhd der in §§ 3-—4 erledigte Fall bei- 
seite gelassen werden, daB zugleich f = 0 und x der Hauptcharakter (d. h. 
Cis, x) = €,(s)) ist. Dann ist €(s, 7) nach Satz LXI ganz. 

2. Fir das Analogon zum Hilfssatz des § 3 ist hier gemaB Satz LXV 


A(s, = aa 


g’ ti-¢ 


zu setzen, beim Beweise (s,z) gleich der durch Formel (52) meiner 
alten Abhandlung definierten Funktion. In dem A(f) hierbei tritt DNf 
genau an der Stelle auf, wo oben D in A auftrat; und dies D war ja 
gerade aus dem Endergebnis herausgefallen. DaB die [-Faktoren in (52) 
anders lauten als in §§ 3—4, schadet nichts. 

3. Statt (29) heiBt es hier 


(8, x) = ¥, (3, 1) + ¥y(1 — 8, x), 
wo ¥,(s, x) baw. ¥,(1—s, x) die Summe der zweiten und dritten bzw. vierten 


und fiinften Zeile von (41) tiber alle 4 Klassen bei irgendeiner bestimmten 
Wahl der a ist. Der Beweis des Satzes LVII lehrt, daB fir o <5 


I¥s(5 21S (AGF ES) (FG) Oye, 6) < (DNF 


und ebenso | ¥,(s, x) | < (DNF) 
gilt. Nach dem Paradigma des § 3 folgt hieraus schlieBlich 


| A(s)| < (DNF) 
fir —— <6 <5, |t| <3. 


4. Nach Anleitung von § 4 ergibt sich nunmehr 
5 
eis 
cs x) < Ay (DNF) *° estos (240), 
wo A, < 1 ist; andererseits ist fiir s > 1 
. z(?) . < . 
sepi 7} LD (' — he) < ED (+ wp) <8 s Gor, 
d p 
1 ‘ 


(5-2) 


5 
l< Ay; Agg(D Nf) 8 plas log "(D NY 
DINK du q. e. d. 
Géttingen, den 4. Januar 1919. 


also < dae, 
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Uber die Studysche Rundungsschranke. 
“Von 
C. Caratutopory in Berlin. 


Herr Study hat durch sehr einfache Uberlegungen den schdénen 
Satz gefunden*), daB wenn eine analytische Funktion w — f(z) im Inneren 
eines Kreises z| < R regular ist und diese (offene) Kreisfliche einein- 
deutig auf das Innere eines nicht notwendig beschrinkten konvexen Ge- 
bietes U abbildet, jeder konzentrische Kreis | z| = 9 fir 9 < R einer kon- 
vexen analytischen Kurve innerhalb U entspricht. Hieraus folgt unmittel- 
bar, a3 jeder beliebige Kreis x der z-Ebene, der ganz im Inneren von | z|< R 
liegt, eenfalls das Bild einer konvexen analytischen Kurve in U sein mub, 
denn man kann durch eine Mébiussche Kreisverwandtschaft die beiden 
Kreise |z|— R und x in konzentrische Kreise’ transformieren. 

Es sei nun S eine beliebige Sehne des konvexen Gebietes U und C 
sei die analytische Kurve, die vermége der Abbildung w = f(z) innerhalb 
der Kreisfliche | z}< R dieser Sehne entspricht. Ferner sei x irgendein 
Kreis der ganz im Inneren von | z|< R liegt und die Kurve C in einem 
Punkte P beriihrt. Jeder Kreis x,, der x in P beriihrt, diesen letzten 
Kreis umschlieBt und ganz im Inneren von «| < R liegt, ist nach dem 
Vorigen das Bild einer konvexen Kurve, die also ganz auf der einen Seite 
ihrer Tangente, der Sehne S, liegen muB; der Kreis x, liegt also ebenfalls 
ganz auf der einen Seite von C und hieraus folgt, daB x sicher kein 
Kriimmungskreis von C sein kann. Wir schlieBen hieraus, dap jeder Kriim- 
mungskreis von C den Kreis « = R notwendig schneiden oder beriihren muf. 

Will man dieses geometrische Resultat durch eine analytische Relation 
darstellen, so gentigt es, die Bedingungen zu suchen, denen die Koeffizienten 
der Funktion f(z) gentigen miissen, damit jede Kurve der w-Ebene, die im 
Punkte w, = f(0) einen Wendepunkt besitzt, das Bild einer Kurve der e-Ebene 
sei deren Kriimmungskreis, keinen Punkt auBerhalb des Kreises «|< R 
enthalt. Eine leichte Rechnung zeigt, daB dies der Fall ist, sobald die Re- 
lation f (0), <2R| f'(o)| besteht. Diese letzte Relation folgt auch aus 
den Uherlegungen meiner oben zitierten Arbeit; dort habe ich ferner ge- 
zeigt, daB das Gleichheitszeichen nur dann gelten kann, wenn das Gebiet U eine 
Halbebene ist; woraus man entnimmt, daB ein beliebiger Kriimmungskreis 
der Kurve C den Kreis |z = R nur dann bertihrt, wenn C selbst ein Kreis, U/ eine 
Halbebene und die Sehne S eine zum Rande dieser Halbebene parallele Gerade ist. 


; *) E. Study und W Blaschke, Vorlesungen iiber ausgewihlte Kapitel der 
Geometrie (Leipzig, Teubner 1913) p. 109. Siehe auch meine Arbeit: Sur la représen- 


tation conforme des polygones convexes (Ann. Soc. Scient. de Bruxelles T. XXXVIII 
sec. partie, 1913). 
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Alfred Ackermann-Teubner-Gedachtnispreis. 


Der von Herrn Hofrat Dr. Alfred Ackermann-Teubner in Leipzig im 
Jahre 1912 bei der Universitat Leipzig errichtete ,,Alfred Ackermann- 
Teubner-Gedichtnispreis zur Férderung der mathematischen Wissenschaften“ 
ist in diesem Jahre durch das Preisgericht Herrn Professor Dr. L. Prandtl 
in Géttingen fir die Arbeit ,Uber den Luftwiderstand von Kugeln“ (in 
den Géttinger Nachrichten von 1914) zuerkannt-. worden. 


Nachtragliche Bemerkung tiber die Erweiterung des 
Definitionsbereichs einer stetigen Funktion. 


Von 
L. E. J. Brouwer in Amsterdam. 


Die Erweiterung des Definitionsbereichs einer auf einer abgeschlossenen 
Punktmenge definierten stetigen Funktion, welche, wie ich S. 209—211 
dieses Annalenbandes hervorgehoben habe, durch Spezialisierung einer 
Math. Ann. 71, 8. 309—311 von mir definierten Konstruktion erhalten wird, 
ist seitdem ebenfalls, nicht nur, wie angegeben, von De la Vallée Poussin 
und Bohr, sondern auch von Tietze im Journ. f. Math. 145, 8. 10—11 
erzielt worden, und zwar steht Tietzes Methode der meiuigen sebr nahe 
und besitzt den gleichen elementaren Charakter: es werden nur, statt 
Simplexe, Kuben gebraucht. ’ 


Berichtigung 
zu dem Aufsatze von L. E. J. Brouwer: ,,Uber eineindeutige, stetige Trans- 
formationen von Fliachen in sich.“ Math. Ann. 69, S. 176—180. 
§.179,Z. 19 zu streichen: miteinander zusammenhangenden 
Z.20—21 zu streichen: mit einem Rande zusammenhingenden 
Z.30—31 zu streichen: der Cartesischen Ebene in sich oder des 
Kreiszylinders in sich 
Z. 32 statt: in solche Gebiete zerlegen 
zu lesen: durch solche Gebiete erschépfen. 




















Wie alle wissenschaftlichen Zettschriften, die in be- 
schrankter Au/lage erscheinen und thre Abbonnenten zum 
grofen Teil tm Ausland haben, so sind auch die An- 
nalen durch den Ausfall dieser, wie andrersetts durch die 
sich ins Ungemessene. stetgernden Herstellungskosten tn 
threr Weiterfuhrung schwer betroffen. Der Verlag will 
auch weiterhin die so betrachtlich erhihten Opfer, die 
thm diese auferlegt, nicht scheuen, um den Wetterbestand 
der fiir dite Phlege der mathematischen Wissenschaft und 
threr internationalen Beztehungen so wichtigen Zeitschrift, 
die mit dem nachsten im August d. }. erscheinenden Heft 
thren achtzigsten Fahrgang beginnt, zu erméiglichen. Die 
Redaktion und der Verlag bitten darum den schwiertgen 
Verhdltnissen gegeniber, die auf das regelmafiige Erschet- 
xen und den Umfang der Hefte nicht ohne Einfluf bleiben 
konnten, guttge Nachsicht zu ben und sie in threm Be- 
streben, den Annalen wiber die schwierigen Zeiten hin- 
wegtuhelfen, zu unterstiteen. Dann hoffen ste, unter 
gunstigeren Bedingungen ste su neuer Entwicklung zu 
bringen und damit auch dem Ansehen der deutschen 
wissenschaftlichen Arbeit im Ausland forderlich zu sein. 


Redaktion und Verlag. 


——s 
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